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Введение

Спиновые волны, распространяющиеся в магнитных средах и содер-
жащих такие среды структурах, составляют основу для широкого клас-
са устройств обработки информации в диапазоне сверхвысоких частот.
Среди таких устройств можно упомянуть фильтры, линии задержки,
фазовращатели, преобразователи частоты, ограничители, шумоподави-
тели, невзаимные и нелинейные устройства и другие. В качестве вол-
новедущих сред используются пленки и пластины ферритов, в первую
очередь — железоиттриевого граната (ЖИГ), имеющего рекордно низ-
кие магнитные потери.
Диапазоны частот, охватываемые такими волнами — от десятков

мегагерц до единиц и более терагерц. Длины волн составляют от
нескольких сантиметров до единиц нанометров.
В основе перечисленных и множества других устройств лежат фи-

зические свойства спиновых волн, в первую очередь, законы их диспер-
сии в различных условиях с учетом как дипольного, так и обменного
взаимодействия, в том числе в средах, обладающих диссипацией.
Настоящая монография посвящена обзору свойств спиновых волн

в наиболее распространенных случаях. Основное внимание уделяет-
ся довольно коротким волнам, для рассмотрения которых достаточно
магнитостатического приближения. Некоторые вопросы рассмотрены
также для более длинных волн в рамках полной электродинамики,
однако из них выбраны только те, которые логически вытекают из
свойств магнитостатических волн и являются их продолжением.
В силу ограниченности объема за рамками рассмотрения остаются

весьма актуальные и активно развиваемые в последние годы поло-
жения спинтроники, учитывающие электрическую природу электронов
как носителей магнитных спинов, а также свойства ударного изме-
нения намагниченности под действием мощных импульсов света от
фемтосекундного лазера. Этим вопросам авторы предполагают уделить
внимание в других монографиях.
Настоящая монография является пятой в серии предлагаемых ав-

торами книг, посвященных ферромагнитному резонансу и динамике
намагниченности.
Первая книга [1] посвящена распространению магнитостатических

волн в неоднородно намагниченных пластинах и пленках. Вторая [2] —
таким же волнам, распространяющимся в сложных структурах, в первую
очередь, в решетках с различной величиной шага. В третьей книге [3]
рассмотрен ферромагнитный резонанс при изменении ориентации на-
магниченности и в четвертой книге [4] рассматривается динамика
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намагниченности, в первую очередь, волновые процессы, в магнитных
средах, находящихся в условиях ориентационных переходов.
В настоящей монографии распределение материала по главам сле-

дующее.
ПЕРВАЯ ГЛАВА содержит краткий обзор литературы, посвящен-

ной развитию физики и техники спиновых волн за последние 70 лет,
начиная с шестидесятых годов, когда впервые было обнаружено и экс-
периментально доказано существование магнитостатических волн ди-
польного характера, позволивших создать первые линии задержки,
обладающие уникальными свойствами.
Во ВТОРОЙ ГЛАВЕ приводится основной математический аппарат,

используемый для расчета свойств магнитостатических волн. Получен
тензор магнитной восприимчивости, уравнение Уокера и решение за-
дачи Дэймона–Эшбаха, касающейся распространения поверхностных
магнитостатических волн в касательно намагниченной ферритовой пла-
стине.
ТРЕТЬЯ ГЛАВА посвящена расширению решения задачи типа Дэй-

мона–Эшбаха на случай достаточно длинных волн, частично выходя-
щих за рамки магнитостатического приближения. Эта глава развития
в дальнейшем материале монографии не имеет и приведена здесь для
полноты картины.
В ЧЕТВЕРТОЙ ГЛАВЕ рассмотрены магнитостатические волны,

распространяющиеся в пластине, обладающей магнитной диссипацией.
Показано, что в рамках магнитостатического приближения диссипация
проводит к ограничению волнового числа по величине, препятствуя
возбуждению достаточно коротких волн.
ПЯТАЯ ГЛАВА посвящена рассмотрению дипольных волн с уче-

том динамического размагничивания, обусловленного неоднородностью
распределения намагниченности в волне вдоль ее направления рас-
пространения. Показано, что учет размагничивания особенно важен
для достаточно коротких волн, длина которых исчисляется единицами
микрометров.
В ШЕСТОЙ ГЛАВЕ рассматривается роль обменного взаимодей-

ствия, являющегося особенно существенным для волн короче единиц
микрометров. Рассмотрение проведено в геометрии задачи Дэймона–
Эшбаха, существенным моментом является решение задачи для случая
отсутствия поверхностной анизотропии, до сих пор считавшейся необхо-
димым атрибутом существования обменных волн в тонких пластинах.
В СЕДЬМОЙ ГЛАВЕ показано, что квадратичный закон дисперсии

обменных волн позволяет обойти ограничение по волновому числу, име-
ющему место в диссипативной среде. При этом становится возможным
возбуждение магнитостатических обменных волн, длина которых состав-
ляет единицы нанометров, а допустимые частоты в условиях довольно
невысокого подмагничивания простираются до десятков терагерц.
ВОСЬМАЯ ГЛАВА посвящена рассмотрению распространения об-

менных волн по толщине тонкой магнитной пленки с возбуждением
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соответствующих спин-волновых резонансов. Показано, что решаю-
щую роль в таком возбуждении играет не поверхностная анизотропия,
а жесткость спиновой цепочки, связанной обменным взаимодействием.
В ДЕВЯТОЙ ГЛАВЕ упомянуты некоторые соображения, касающи-

еся корректности классического рассмотрения обменных волн, а также
приведены возможные области их практического применения.
В основном содержании монографии используются материалы ра-

бот [5–38], отражающих основные результаты, полученные авторами
в период с 2014 по 2020 годы. На другие работы приведены соответ-
ствующие ссылки.
Определенный опыт работы авторов со студентами и начинающими

исследователями показывает, что при первоначальном ознакомлении
с предметом заметные трудности вызывает освоение математического
аппарата, значительная часть которого рассеяна в статьях, не всегда
легко стыкующихся друг с другом. С целью преодоления подобно-
го положения вторая глава монографии посвящена более или менее
подробному описанию математического аппарата, используемого при
расчетах волновых процессов в магнитных средах.
Основной текст монографии также рассчитан на возможность по-

следовательного воспроизведения приведенных математических выкла-
док, по мере возможности, без обращения к дополнительным источ-
никам и чрезмерного напряжения умственных возможностей читателя.
Такое стремление не позволило авторам избежать некоторых незначи-
тельных повторений, призванных облегчить понимание текста текуще-
го раздела без обращения к предыдущим. В этом плане монографию
можно рассматривать как некий рабочий инструмент, призванный на-
учить восприимчивых читателей пользоваться требуемым математиче-
ским аппаратом, по крайней мере, в той степени, в какой это доступно
авторам.
Как и в предыдущих монографиях данной серии, в описанных здесь

работах принимали участие многочисленные соавторы. Так, в тео-
ретических работах, касающихся дисперсионных свойств магнитоста-
тических волн в диссипативной среде, важная роль принадлежит
П.А. Макарову, а также его ученицам Ю.И. Келлер, Л.А. Мальцевой
и М.А. Уляшевой. В обсуждении ряда работ того периода, а также
предоставлении значительного количества весьма полезных ссылок,
принимал участие В. С. Власов.
На начальном этапе работ по размагничиванию и обменному взаи-

модействию значительная роль принадлежала В.И. Зубкову.
В экспериментальных работах по исследованию дисперсии магнито-

статических волн, особенно малой длины, принимал участие Э. Г. Локк.
Его роль, а также вклад работавших с ним А.Ю. Анненкова и С. В. Ге-
руса подробно освещены в первой монографии настоящей серии.
Начальному этапу работы весьма способствовало стимулирующее

внимание и полезные замечания С. В. Яковлева, П. Е. Зильбермана,
А.Ф. Кабыченкова, В. В. Коледова, С. В. Тарасенко, Л.Н. Котова,
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В.А. Котова. Многие экспериментальные аспекты работы обсуждались
с П.М. Ветошко.
В многочисленных обсуждениях оригинальных работ авторов, ле-

жащих в основе данной монографии, принимали участие: А. В. Вашков-
ский, Ю.И. Беспятых, И.Е. Дикштейн, В.В. Тарасенко, В.Д. Харито-
нов, Е.И. Нефедов, Г. С. Макеева, Ф.В. Лисовский, Е. Г. Мансветова,
Г. В. Арзамасцева, Н.Н. Кирюхин, А. В. Вороненко, Д. Г. Шахназарян,
В. В. Кильдишев, Л.А. Красножен.
Важнейшая роль в создании благоприятных условий для работы,

постоянное к ней внимание и неоднократное оказание значительной
помощи принадлежит академику РАН Ю.В. Гуляеву.
Непосредственное выполнение работы, в том числе написание на-

стоящей монографии, оказалось возможным благодаря помощи члена-
корреспондента РАН С.А. Никитова.
Значительная часть статей, положенных в основу настоящей мо-

нографии, была опубликована в электронном «Журнале радиоэлектро-
ники», за что авторы приносят благодарность коллективу редакции
и ответственному секретарю Е.В. Корженевской.
Практически все работы были выполнены с деятельным участием

многочисленного технического персонала, без помощи которого выпол-
нение приведенного труда было бы совершенно невозможным.
Всем перечисленным участникам и соавторам работ авторы выра-

жают огромную признательность, отдают низкий поклон и приносят
глубочайшую благодарность. Величайшее спасибо Вам, дорогие сорат-
ники, друзья и помощники!
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ОБЩИЕ ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ
В МАГНИТНЫХ СРЕДАХ (ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ)

Настоящая глава служит вводным разделом в основной текст моно-
графии и представляет собой краткий обзор литературы, посвященной
волновым процессам в магнитных средах. Основное внимание уделя-
ется магнитостатическим волнам (МСВ), в первую очередь, обменного
характера.
Некоторое внимание уделено также электромагнитным, магнитным

дипольным и магнитоупругим волнами в том числе приведены данные
о волновых процессах сверхбыстрого характера, имеющих место при
фемтосекундном изменении состояния среды.
Обзор в основном, кроме нескольких особо важных случаев, не

включает в себя работы авторов данной монографии, так как этим
работам посвящена основная часть текста, составляющая последующие
главы.
Обзор не ставит целью критический разбор сегодняшнего состояния

работ по волновым процессам в магнитных средах, а призван дать чита-
телю лишь общее представление о вопросе, позволяющее более свободно
ориентироваться в основном содержании последующего текста.
Не претендуя на полноту, обзор представляет собой краткое весь-

ма конспективное перечисление только основных работ и основных
результатов. Данные представлены в историческом плане с повышен-
ным вниманием к волнам обменного характера. За более полной ин-
формацией по всем затронутым вопросам читатель может обратиться
к предыдущим монографиям настоящей серии [1–4].

1.1. Первое упоминание о спиновых волнах —
тепловые магноны

Исторически первым, или, во всяком случае, достаточно ранним,
упоминанием о волнах в магнитных средах, по-видимому, можно счи-
тать работы Блоха–Гейзенберга, выполненные в 30-х годах XX века.
Краткий обзор этих работ с достаточно подробным изложением мате-
матического аппарата можно найти в монографии [39]. В этих работах
интерпретация экспериментально наблюдаемого уменьшения намагни-
ченности ферромагнетика по мере увеличения температуры выполне-
на на основе введения волновых функций электронов, обладающих
спиновым магнитным моментом. Повышение температуры приводит
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к возбуждению спиновых волн обменного характера, что нарушает
жесткое упорядочение спинов, обусловленное обменным взаимодей-
ствием, в результате чего общая намагниченность уменьшается. Такие
спиновые волны получили название магнонов по аналогии с волнами
упругого характера — фононами. Спектр магнонов носит шумовой ха-
рактер, так что спиновые волны имеют длину порядка единиц и долей
микрометра. Когерентное возбуждение спиновых волн, позволяющее
использовать их для обработки информации, в те времена осуществить
было затруднительно из-за крайне малой их длины. Поэтому реальное
освоение обменных волн, в первую очередь в области конструирования
устройств, временно приостановилось.

1.2. Ферромагнитный резонанс
и невзаимные устройства

Решающее продвижение в деле освоения магнитных волн произо-
шло в 40-х годах 20-го века и было связано с открытием явления фер-
ромагнитного резонанса, имеющего место в диапазоне сверхвысоких
частот (от сотен мегагерц до сотен гигагерц) [40–42]. Для интерпре-
тации динамики намагниченности было введено уравнение Ландау–
Лифшица: dM

dt
= −γ[M × H

]
. (1.1)

Это уравнение, будучи первоначально предложенным для описания
динамики доменов [43], вскоре нашло широчайшее применение для
представления динамической восприимчивости ферромагнетика, воз-
буждаемого переменным полем [1–4, 40–44].
Узкополосный характер ферромагнитного резонанса, возбуждаемого

в магнитных диэлектриках, в первую очередь в ферритах, позволил
создать эффективные фильтры, дециметрового и сантиметрового диа-
пазонов частот [40–42, 45, 46].
С освоением волноводной техники возникло значительное разнооб-

разие невзаимных устройств, использующих правовинтовой характер
прецессии намагниченности.
К таким устройствам можно отнести фазовращатели, вентили, цир-

куляторы, как фарадеевские, так и дифференциальные, игрек-циркуля-
торы и другие [47–50].
Теоретическое обоснование электродинамики таких устройств,

в первую очередь использующих волноводную технику, можно найти
в [40–42, 47, 51].

1.3. Стабильные и нестабильные
нелинейные процессы

Нелинейный характер прецессии намагниченности послужил пово-
дом к использованию для обработки информации стабильных нелиней-
ных процессов, таких как умножение частоты и детектирование [52–59].
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Перспектива достижения крайне низкого уровня шума породила
многочисленные попытки создания параметрического усилителя на
феррите [60–64]. В экспериментах было достигнуто усиление в десятки
децибел, однако шум при этом оказался примерно таким же, как
в обычных широко использовавшихся в то время электронных лампах,
что значительно превышало ожидаемый уровень.
С другой стороны, попытки использовать невзаимные волноводные

устройства на высоком уровне мощности выявили аномально большой
рост потерь при достижении мощностью определенного порогового
уровня. Явление было названо «дополнительным поглощением». В этом
случае электромагнитные колебания на выходе устройства также ста-
новились нестабильными и содержали большую примесь хаотического
шума [65, 66].
Теоретическое обоснование нестабильным нелинейным процессам

было дано на основе модели параметрического возбуждения спиновых
волн обменного характера [40–42, 67, 68]. Возбуждение происходило
на половинной частоте накачки, имело пороговый характер и обес-
печивало перекачку энергии первичного сигнала в параметрически
возбуждаемый резервуар коротких обменных волн с последующей ре-
лаксацией их в решетку. При этом за порогом возбуждения колебания
сигнала, то есть уровень дополнительного поглощения, становились
неустойчивыми, приобретая шумовой характер. Именно такое их пове-
дение обеспечивало высокий уровень шума параметрического усилите-
ля, ограничивающего его дальнейшую разработку.
Шумовой характер колебаний в запороговом состоянии первоначаль-

но был объяснен на основе модели автомодуляции, происходящей по
причине различия времен поперечной и продольной релаксаций намаг-
ниченности [66]. Позднее для интерпретации подобных явлений была
привлечена модель турбулентности спиновых волн за порогом их пара-
метрического возбуждения [69, 70].
Таково было исторически второе обращение к волнам обменного ха-

рактера. Тогда экспериментальная база еще не позволяла осуществить
их когерентное возбуждение, однако появилось множество работ, посвя-
щенных исследованию обменных волн в процессе их параметрического
возбуждения. Определенную библиографию (хотя далеко не исчерпыва-
ющую) таких работ, вышедших в 60–70-х гг. XX века, можно найти
в монографиях [66, 70], а также [40–42].

1.4. Обменные волны по толщине пленки

Параллельно с исследованием ферромагнитного резонанса в магни-
тодиэлектриках, в первую очередь в ферритах, проводилось изучение
резонансных явлений в проводящих материалах. Вследствие сильно-
го скин-эффекта, не допускающего проникновение поля сверхвысоких
частот внутрь образца, в экспериментах использовались тонкие метал-
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лические пленки, в том числе железа и пермаллоя, намагниченные по
нормали к плоскости.
В первых же работах был выявлен многомодовый дискретный ха-

рактер возбуждаемых резонансных колебаний [71].
Для интерпретации экспериментов была предложена модель воз-

буждения по толщине пленки стоячих волн обменного характера [72].
В качестве граничных условий, обеспечивающих эффективное взаимо-
действие неоднородных колебаний намагниченности с возбуждающим
однородным переменным полем, была предложена модель поверхност-
ной анизотропии. То есть предполагалось, что спины, находящиеся на
поверхности пленки, имеют там жесткое закрепление, обеспечивающее
узел стоячей волны намагниченности.
Явление было названо «спин-волновым резонансом» и породило

значительное разнообразие исследований в тонких пленках из самых
различных обладающих намагниченностью материалов.
В экспериментах было установлено, что длина возбуждаемой волны

определяется толщиной пленки. Уже в ранних работах такая длина
составляла десятки нанометров (при толщине пленки в 500 нм в [71]
возбуждалось до десяти гармоник).
Среди наиболее заметных работ, по-видимому, следует отметить

достаточно широкие исследования [73–75], работы по многослой-
ным [76, 77] и неоднородным по толщине пленкам [78–81], а также
работы, использующие теоретическую модель на основе функций Гри-
на [82–88].
Подробный обзор дальнейшего развития таких работ можно найти,

например, в монографиях [41, 42]. Теоретическая трактовка большин-
ства работ базировалась на модели поверхностной анизотропии, впер-
вые предложенной в работе [72].
В ряде работ, где простое «жесткое» закрепление спинов на поверх-

ностях пленки оказывалось недостаточным, экспериментальные резуль-
таты трактовались путем предположительного введения «частичного»
и «упругого» закрепления [41, 42].
Таково было исторически третье достаточно широкое обращение ис-

следователей к обменным волнам. Здесь возможность их эффективного
когерентного возбуждения обеспечивалась малостью толщины пленки,
игравшей роль характерного размера, сравнимого с длиной возбуждае-
мой волны. Типичные длины волн в эксперименте измерялись единица-
ми и долями микрометров, причем волна затухала уже на расстоянии
нескольких своих периодов. Так, даже в лучшем материале, каковым
является железоиттриевый гранат, длина свободного пробега волны
составляла всего 2–3 мкм, так что спин-волновой резонанс можно было
наблюдать только в пленках, толщина которых не превышала этой
величины [89].
Сложилось такое положение, что все исследователи уже знали

о существовании обменных волн и даже можно было осуществить их
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когерентное возбуждение, однако в весьма специфических условиях,
только по толщине пленки в виде стоячих резонансов.
Дальнейшему освоению обменных волн, как и прежде, мешала их

крайне малая длина (менее 1 мкм) в сочетании с отсутствием техни-
ческих возможностей изготовить возбудитель, размеры которого были
бы соизмеримы с такой длиной волны.

1.5. Появление железоиттриевого граната

Решающим прорывом в освоении волновых процессов в магнитных
средах явилось создание феррита нового поколения — железоиттрие-
вого граната (ЖИГ) [1–4, 40–42, 47, 90–96].
Этот феррит обладает рекордно низкими магнитными потерями.

Так, ширина линии ферромагнитного резонанса может составлять ме-
нее 0,5 Э, тогда как для ферритов других марок эта величина превы-
шает десятки и сотни эрстед [40–42, 47].
Дополнительным достоинством железоиттриевого граната являются

крайне низкие упругие потери, в хороших образцах могущие быть
меньше на порядок, чем у кварца [97–99].
Еще одно достоинство железоиттриевого граната состоит в его

весьма высокой оптической прозрачности в сочетании с высоким фара-
деевским вращением в диапазоне длин волн от 1 до 6 мкм [100].
Все эти три достоинства, каждое в своей области или в совокупно-

сти, обеспечили железоиттриевому гранату широкое применение как
в исследовании разнообразных физических процессов, так и в констру-
ировании различных устройств обработки информации.

1.6. Магнитостатические резонансные типы

Рекордно низкий уровень магнитных потерь, обеспечиваемый но-
вым материалом, позволил уменьшить ширину линии ферромагнитного
резонанса с десятков и сотен эрстед в обычных ферритах до долей
эрстеда в железоиттриевом гранате. При этом наблюдавшиеся ранее
в эксперименте широкие линии распались на множество отдельных
пиков значительно меньшей ширины. Первые эксперименты выявили
множественный характер структуры линии ферромагнитного резонан-
са, определяемый формой и размерами образца [101–108].
При этом оказалось, что вследствие высокой магнитной прони-

цаемости феррита, особенно ярко выраженной для железоиттриевого
граната (десятки тысяч и более), электрическое поле колебаний в усло-
виях резонанса ничтожно мало по сравнению с магнитным, так что
в большинстве экспериментов им можно было пренебречь.
Для интерпретации таких экспериментов успешным оказалось при-

ближение магнитостатики, позволяющее рассматривать электромагнит-
ные колебания в образцах небольших размеров (хотя бы на порядок
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меньших длины волны в свободном пространстве), как колебания соб-
ственно намагниченности без какого-либо учета электрического поля.
Для характеристики неоднородного распределения динамической

намагниченности в пространстве было введено уравнение Уокера, яв-
ляющееся для магнитной среды аналогом уравнения Лапласа [1, 2, 40,
41, 101, 102]:

Δψ + 4πdiv m = 0. (1.2)

где Δ — оператор Лапласа, m — динамическая намагниченность,
а скалярный потенциал ψ определяется соотношением:

h = gradψ, (1.3)

где h — переменное магнитное поле, связанное с намагниченностью
через тензор динамической магнитной восприимчивости

↔
χ [1–4, 40–

42, 44], так что:
m =

↔
χh. (1.4)

При этом сам тензор восприимчивости
↔
χ определяется решением урав-

нения Ландау–Лифшица (1.1). Подробный вывод такого тензора для
наиболее простого случая изотропной среды можно найти в [1, стр. 41–
47]. В более общем случае, например, если среда обладает анизотро-
пией, эффективные поля, входящие в уравнение Ландау–Лифшица,
должны быть определены из общего выражения для плотности магнит-
ной энергии, включающей такую анизотропию. Многочисленные при-
меры получения тензора восприимчивости для более сложных случаев
приведены в монографиях [1–4, 44].
Уравнение (1.2) соответствует безграничной среде (с учетом

приближения магнитостатики) и не имеет резонансного характера.
Для учета стоячих колебаний по длине образца, которые собственно
и дают наблюдаемые в эксперименте резонансные пики, необходим
учет граничных условий.
Классические условия электродинамики требуют непрерывности ка-

сательной составляющей поля и нормальной составляющей индукции
на поверхности образца. Для потенциала такие условия означают ра-
венство соответствующих производных. В декартовой системе коор-
динат Oxyz для границы образца, совпадающей с плоскостью Oyz
при x = 0, такие условия имеют вид [1, 2, 40–42, 102]:

μ
∂ψi

∂x
+ iν

∂ψi

∂y

∣∣∣∣
x=0

= ∂ψe

∂x

∣∣∣
x=0
; (1.5)

ψi
∣∣
x=0 = ψe|x=0 , (1.6)

где μ и ν — компоненты тензора восприимчивости, а индексы «i» и «e»
соответствуют потенциалу внутри и вне образца.
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Решение уравнения (1.2) с граничными условиями (1.5), (1.6) поз-
воляет найти тонкую структуру линий ферромагнитного резонанса,
расщепленных на так называемые «уокеровские типы».
Подробный расчет такой структуры можно найти в [101–108],

а многочисленные ссылки на последующие работы в [40–42].

1.7. Магнитостатические волны дипольного характера

Малость затухания магнитных колебаний в железоиттриевом гра-
нате породила попытки возбуждения в нем не только однородных резо-
нансов, но и неоднородных распространяющихся магнитостатических
волн [1–4, 40–42].
Первые эксперименты были выполнены на ферритовом диске, по-

мещенном в прямоугольный резонатор. При этом подача в качестве
возбуждения импульса сверхвысокой частоты порождала ответный им-
пульс, задержанный на несколько микросекунд. Эксперимент был ин-
терпретирован как возбуждение магнитостатических волн на перифе-
рии диска с последующим считыванием их с его центра.
Запаздывание вторичного импульса по времени породило возмож-

ность создания линии задержки. Традиционно использовавшиеся в тех-
нике устройства задержки того времени выполнялись на коаксиальных
кабелях. Так, для обеспечения времени задержки в одну микросекунду
требовалась довольно громоздкая бухта кабеля длиной около 300 мет-
ров. То есть использование железоиттриевого граната давало воз-
можность создать высокоэффективную линию задержки крайне малых
размеров, исчисляемых единицами и долями кубических сантиметров.
Такая перспектива породила большое количество работ, посвящен-

ных как исследованию распространения магнитостатических волн, так
и конструированию на их основе разнообразных устройств обработки
аналоговой информации.
Конструктивная схема диска в резонаторе оказалась мало эффек-

тивной и вскоре была вытеснена схемой аксиально намагниченного
ферритового цилиндра, на торцах которого размещались излучающая
и приемная проволочные антенны.
В диапазоне 1–2 гигагерц было получено время задержки более

20 мкс при ослаблении задержанного сигнала на 40 дБ. Длина маг-
нитостатических волн в этих экспериментах составляла от десятков
микрометров до единиц миллиметров, так что волны имели чисто ди-
польную природу, и обменное взаимодействие, характерным размером
для которого являются единицы и доли микрометра, затронуто не
было.
Подробное описание работ по дипольным магнитостатическим вол-

нам и их применению в технике можно найти в монографиях [1, 41, 42],
а также в обзорах [109–113].
Теоретическая трактовка распространяющихся магнитостатических

волн основывалась на решении так называемой «задачи Дэймона–
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Эшбаха» [41, 42, 114–121]. В постановке такой задачи полагалось,
что феррит имеет вид пластины, намагниченной параллельно или пер-
пендикулярно ее плоскости, а магнитостатические волны распростра-
няются вдоль продольного размера пластины. При этом в геометрии
пластины решалось уравнение Уокера (1.2) с принятыми на двух про-
тивоположных поверхностях граничными условиями вида (1.5)–(1.6),
тогда как размер пластины вдоль ее плоскости никак не ограничивался.
Потенциал при этом предполагался зависящим от координаты именно
вдоль плоскости пластины, что в совокупностью с гармонической за-
висимостью от времени давало решение в виде распространяющейся
волны.
Рассматривались как объемные, так и поверхностные волны.
Были получены дисперсионные соотношения для обоих типов волн,

интервалы существования волн по частоте и по полю, а также сопро-
вождающие волну поля и компоненты намагниченности. Относительно
дисперсии магнитостатических волн, было выявлено, что их частота
при уменьшении длины волны, начиная с некоторой ее величины,
насыщается, стремясь к постоянному значению. Для объемных волн
такое значение лежит ниже частоты, соответствующей длинным вол-
нам, а для поверхностных — выше таковой. То есть, при достаточно
малой длине волны дисперсионная кривая для тех и других волн имеет
почти горизонтальный участок. Отметим еще раз, что рассмотрение
касается только волн чисто дипольного характера.
Подробное решение задачи Дэймона–Эшбаха с детальным изложе-

нием промежуточных выкладок можно найти в монографии [1], а также
в несколько более сжатом виде в монографии [2]. Там же приведена
библиография по данному вопросу.

1.8. Магнитоупругие волны

В магнитной среде, обладающей упругими и магнитоупругими свой-
ствами, кроме чисто дипольных возможно распространение также чи-
сто упругих и смешанных магнитоупругих волн.
Чисто упругие волны имеют линейную дисперсию, так что их

частота прямо пропорциональна длине волны. Вследствие стремления
дисперсии магнитостатических волн при малой их длине к постоян-
ному значению, в диапазоне сверхвысоких частот сильно наклонная
дисперсионная кривая для упругих волн пересекает почти горизонталь-
ную дисперсионную кривую для магнитостатических волн.
Явление пересечения носит название «кроссовера» и состоит в том,

что в некоторой окрестности точки пересечения магнитная и упругая
волны сливаются друг с другом, образуя единую магнитоупругую вол-
ну, являющуюся по своим свойствам в равной степени как магнитной,
так и упругой [42, 122–126].
Магнитоупругие волны были обнаружены в экспериментах пример-

но в то же время, что и дипольные. При этом подача СВЧ-импульса
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на излучающую антенну линии задержки на ферритовом цилиндре, на
выходной антенне наблюдалось два несколько разнесенных по времени
выходных импульса: один задержанный за счет дипольной волны,
а другой — за счет упругой. Возбуждение упругой волны на торце
цилиндра, оба торца которого были оптически отполированы, давало
многократное отражение упругого импульса от обоих торцов цилиндра
по очереди, что порождало серию из нескольких десятков и более
выходных импульсов.
Значительное число экспериментально наблюдавшихся результатов

по магнитоупругим волнам описаны в обзоре [98]. Некоторые данные
также отражены в упомянутых выше обзорах [109, 110], а также
в монографии [42]. Длина волны в этих экспериментах составляла
десятки и сотни микрометров, так что обменное взаимодействие также
еще не было активно задействовано.
Кроме возбуждения магнитоупругих волн в классической схеме

линии задержки, влияние упругих свойств магнетика было отмечено
в экспериментах по нелинейному ферромагнитному резонансу [66].
При этом за счет параметрических эффектов было возможно как воз-
буждение магнитоупругого резонанса на сравнительно низких частотах
(единицы мегагерц) [127], так и на частотах, близких к частоте клас-
сического ферромагнитного резонанса [66].
При стороннем возбуждении упругих волн оказалось возмож-

ным наблюдать в эксперименте рассеяние спиновых волн на упру-
гих — так называемый «спиновый эффект Мандельштама–Бриллю-
эна» [128–130]. Теоретическая трактовка этого явления, в том числе
применительно к обменным волнам, была первоначально дана в рабо-
те [131, 132], после чего получила свое развитие в монографии [66].
Среди более поздних результатов, в том числе с участием поверхност-
ных волн, можно отметить работы [133–137].

1.9. Магнитооптические эффекты

Всесторонние исследования железоиттриевого граната, наряду
с уникальными резонансными и магнитоупругими свойствами, выяви-
ли весьма высокую его прозрачность в сочетании со значительным
эффектом Фарадея в диапазоне оптических волн от 1 до 6 мкм [100].
Это обстоятельство породило многочисленные исследования распро-
странения магнитостатических волн с использованием оптических
методов.
В первую очередь исследовалось вращение плоскости поляризации

света и дифракция узкого светового луча на решетке намагниченно-
сти, создаваемой распространяющейся спиновой волной. Эти работы
позволили определить пространственное распределение и длину рас-
пространяющейся магнитостатической волны.
Дальнейшее применение магнитооптические эффекты нашли

в устройствах переключения и модуляции света, в том числе при
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его распространении по магнитооптическим волноводам [138], на-
магниченность в пределах которых управлялась распространяющейся
магнитостатической волной [100, 139, 140].
Введение в железоиттриевый гранат добавки висмута, а также

использование многослойных структур, позволило заметно повысить
магнитооптические свойства таких устройств [141, 142].
Следует заметить, что во всех этих работах использовался свет

в окне прозрачности железоиттриевого граната, то есть при длине
оптической волны более 1 мкм (или, в лучшем случае, более 0,5 мкм),
так что работали в основном магнитостатические волны дипольного
характера, тогда как эффективное исследование обменных волн длины
менее 1 мкм по-прежнему оставалось недоступным.

1.10. Линии задержки с неоднородным полем

Существенное продвижение в сторону более коротких волн произо-
шло при создании линий задержки с неоднородным полем [41, 42, 143].
Геометрия такой лини задержки представляла собой обычный фер-

ритовый цилиндр (или «стержень»), на концах которого размещались
излучающая и приемная проволочные антенны. Цилиндр намагни-
чивался извне постоянным полем, ориентированным вдоль его оси.
При этом вблизи торцов цилиндра за счет размагничивания формы,
внутреннее поле получалось меньшим, чем в его середине.
Исследовались объемные магнитостатические волны, дисперсия ко-

торых такова, что с увеличением поля длина волны уменьшается.
С уменьшением длины волны падает также и ее групповая скорость,
так что импульсы коротких волн распространяются медленнее, чем
импульсы длинных.
Такая волна, возбуждаемая вблизи торца цилиндра, где внутреннее

поле было мало, распространялась далее вдоль оси цилиндра к его
середине, следуя в области плавно увеличивающегося поля. При этом,
как длина волны, так и ее скорость, уменьшались. Пройдя точку
середины цилиндра, волна переходила в область плавно уменьшаю-
щегося поля, так что ее длина и скорость постепенно увеличивались.
Дойдя до противоположного торца, волна имела ту же длину, как и на
первом торце, так что ее поле приемной антенной хорошо улавлива-
лось. Таким образом, пройдя всю длину цилиндра, волна задержи-
валась тем сильнее, чем ее скорость в центральной части цилиндра
была меньше.
В эксперименте линии задержки с наиболее удачной конфигура-

цией поля в диапазоне частот 1–4 ГГц обеспечивали время задержки
до 40 мкс при затухании волны не более 60 дБ. Реальные конструкции
и технические характеристики таких линий задержки описаны в цити-
рованных выше обзорах [109, 110].
Теоретическая трактовка распространения магнитостатических

волн в неоднородном поле, применительно к линиям задержки,
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приведена в работах [144–147]. Влияние магнитоупругих эффектов
отражено в работе [148, 149]. В работе [150] предложен механизм
усиления распространяющихся магнитостатических волн за счет тока,
текущего в наложенной на феррит полупроводниковой пластине.
В экспериментах по линиям задержки с неоднородным полем уда-

лось реально возбуждать когерентные достаточно короткие магни-
тостатические волны. Минимальная достижимая длина таких волн
была порядка 1 мкм. Затухание волн позволяло им распространяться
на расстояние в 100–200 раз большее своей длины. Именно в таких
экспериментах выполнялось зондирование волновых пучков с помощью
света. Наблюдалось также преобразование магнитостатических волн
в упругие для волн той же длины в точке кроссовера. То есть исследо-
ватели здесь уже вплотную подошли к границе возбуждения обменных
волн. Дальнейшего продвижения не допускали тогдашние (70-е годы
XX века) технические возможности оптики и оптической литографии.

1.11. Различие фазовой и групповой скоростей

Сложный закон дисперсии магнитостатических волн дипольного
характера говорит о существенном различии фазовой и групповой ско-
ростей. Для волн с линейной дисперсией на принципиальный характер
такого различия было указано еще Рэлеем [151] и подробно разобрано,
например, в книгах [152, 153] и в работах [154, 155, 157, 158].
В анизотропной среде, каковой являются магнитные материалы

за счет свойственной им гиротропии, направления векторов фазовой
и групповой скоростей существенно различаются.
Для магнитостатических волн дипольного характера такое различие

подробно рассмотрено в книге [159]. Там же показана возможность
применения к распространению узких пучков магнитостатических волн
законов геометрической оптики. Некоторые особенности такого рас-
пространения для частного случая поверхностных магнитостатических
волн рассмотрены в обзоре [160].

1.12. Магнитостатические волны в неоднородном поле

В работе Аулда [161] различие направлений векторов фазовой
и групповой скоростей магнитостатической волны было использовано
для создания переключателя каналов информации за счет измене-
ния направления подмагничивающего поля. Там же была предложена
теоретическая модель распространения волны в неоднородно намаг-
ниченной среде, использующая аналогию между волной и частицей,
движение которой описывается с помощью уравнений Гамильтона.
В работе [162] метод Гамильтона–Аулда был применен для опи-

сания распространения магнитостатической волны в пластине, неод-
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нородное поле внутри которой создается за счет размагничивающих
факторов.
На начальном этапе исследования распространения волн в неодно-

родном поле (до начала 90-х годов XX века) значительные трудности
в эксперименте вызывала малая площадь доступных ферритовых пла-
стин, не превышавшая 1–2 квадратных сантиметров. Эта трудность
была преодолена только с созданием ферритовых пленок большой пло-
щади.
С конца 60-х годов в течение двух десятилетий параллельно с ис-

следованием магнитостатических волн развивалось другое направление
использования ферритов в системах обработки информации, в первую
очередь систем памяти — изучение цилиндрических магнитных до-
менов (ЦМД) [163–169]. В качестве рабочей среды для поддержа-
ния ЦМД наиболее перспективными оказались пленки смешанных
ферритов-гранатов [170–173], причем для увеличения объемов памяти
требовались такие пленки большой площади (до десятков и сотен
квадратных сантиметров).
Весьма успешное развитие технологии эпитаксиального роста та-

ких пленок на подложках из гадолиний-галлиевого граната позволило
применить ее для создания пленок железоиттриевого граната такой же
большой площади. В руках исследователей магнитостатических волн
оказались пленки в виде дисков диаметром до 70 мм и более.
Использование техники подвижных микрополосковых антенн поз-

волило на практике развернуть широкие исследования распростране-
ния пучков магнитостатических волн в неоднородном поле.
В качестве базовых конфигураций неоднородного поля были выбра-

ны поля типа «линейного», «долины» и «вала».
Поле «линейное» обеспечивало отклонение пучка магнитостатиче-

ских волн на углы до 90 градусов, причем этот угол задавался измене-
нием поля или частоты в пределах 10–20% от начального значения.
Поле типа «долины» обеспечивало расщепление единого пучка маг-

нитостатической волны на две составляющие, расходящиеся в диа-
метрально противоположные стороны на углы до 90 градусов, причем
геометрическое положение уровня расщепления задавалось конфигура-
цией дна «долины» подмагничивающего поля.
Поле типа «вала» обеспечило возможность волноводного распро-

странения магнитостатических волн на расстояние до 5–7 сантиметров
с потерями менее 10 дБ, что явилось рекордным для распространения
МСВ в любых предшествующих экспериментах.
Распространение таких волн в неоднородных полях позволило со-

здать ряд высокоэффективных устройств обработки информации, из
которых можно упомянуть фильтры узкополосные (до 10 МГц), много-
канальные (до 5 каналов и более), линии задержки до 20 мкс, волно-
воды с произвольными точками доступа, фазовращатели, управляемые
полями в единицы эрстед, высокочувствительные датчики величины
и направления магнитного поля.
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Подробный обзор как результатов исследования МСВ в неоднород-
ных полях, так и их технических применений с обширной библио-
графией содержится в первой монографии настоящей серии [1], куда
авторы и рекомендуют обратиться читателю за дальнейшими подроб-
ностями.
Большая площадь доступных пленок железоиттриевого граната поз-

волила обратиться к исследованию распространения магнитостатиче-
ских волн в более сложных условиях, в первую очередь в неоднород-
ностях, создаваемых решетками различных типов. Подробный обзор
таких исследований содержится во второй монографии настоящей се-
рии [2]. Рассмотрены различные соотношения между периодом решет-
ки и длиной волны. Для случаев, когда период решетки значительно
меньше, сравним и значительно больше длины волны, приведен по-
дробный разбор требуемого математического аппарата.
Отдельно рассмотрен случай медленно меняющегося поперечного

неоднородного поля. Показано, что в таком поле возможно эффек-
тивное преобразование коротких магнитостатических волн в длин-
ные электромагнитные, что проявляется в эксперименте как излуче-
ние электромагнитной волны из феррита. Приведены результаты экс-
периментов по исследованию диаграммы направленности излучения.
Для интерпретации таких экспериментов предложена модель ускорен-
ного движения магнитных зарядов [174–177]. Для бо́льших подроб-
ностей авторы также рекомендуют читателю обратиться к монографи-
ям [1, 2].
Следует заметить, что все данные, рассмотренные в монографи-

ях [1, 2], а также в остальных цитированных в настоящем разделе
ссылках, относятся только к дипольным волнам. Распространение по-
добных данных на обменные волны в момент написания настоящей
монографии еще ожидает своего исследователя.

1.13. Возбуждение волн импульсами света

Важным направлением сегодняшнего дня в технике МСВ следует
считать возбуждение таких волн мощными импульсами света.
Для исследования используется метод «накачки-зонда», когда воз-

мущение намагниченности создается мощным лазером (обычно пико-
или фемтосекундным), а ее считывание — другим маломощным лазе-
ром по эффекту Фарадея или Керра [178–180]. Мощный импульс света
нагревает магнитную среду, в результате чего в ней возникают упругие
напряжения волнового характера [181–183], за счет магнитострикции
вызывающие изменение намагниченности, в том числе прецессию ре-
зонансного характера [184, 185] и спиновые волны [186].
Все эксперименты по методу «накачки-зонда» можно разделить на

две большие группы: использующие единую среду и использующие
разделенную среду.
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В экспериментах первой группы импульс света воздействует непо-
средственно на магнитную среду. При этом за счет нагревания проис-
ходит ее расширение, то есть возникает интенсивное упругое смеще-
ние, причем намагниченность среды из-за роста температуры умень-
шается.
Для интерпретации таких экспериментов используется так называе-

мая «трехтемпературная модель» [187, 188]. При этом магнитная плен-
ка рассматривается как резервуар для одновременного сосуществова-
ния трех различных возбужденных систем: электронов, спинов и ре-
шетки. Короткий импульс света возбуждает систему электронов, после
чего энергия этих электронов расходится по двум другим системам —
фононной и магнонной. Повышение температуры среды в этом случае
соответствует сильному возбуждению фононной системы. Изменение
намагниченности при повышении температуры учитывается как интен-
сивное возбуждение магнонного резервуара, снижающего суммарную
намагниченность.
Принципиально важным моментом здесь является различие времен

релаксации этих трех систем: минимальное — у электронной и зна-
чительно большее у фононной и магнонной. При этом длительность
импульса света должна быть значительно меньше времени релаксации
любой из систем, но импульс требуется достаточно сильный, чтобы
раскачать электронную систему до значительной амплитуды. Матема-
тическое описание такого явления производится на основе системы
из трех уравнений первого порядка (по одному для каждой системы),
которые имеют одинаковый вид, а именно: скорость изменения тем-
пературы данной системы предполагается пропорциональной разности
температур между этой системой и двумя другими. В результате полу-
чаются экспоненциальные зависимости, которые при подборе констант
довольно удовлетворительно согласуются с экспериментом.
Таким образом, необходимым условием реализации трехтемпера-

турной модели является наличие быстро релаксирующей электронной
системы, для чего в эксперименте выбирается хорошо проводящий
металл, чаще всего — никель. Тем не менее, отсутствие электронной
системы в ряде экспериментов с непроводящими средами не мешает
возбуждению интенсивных спиновых волн, происходящему через по-
средство фононной системы, как это имеет место, например, в железо-
иттриевом гранате [186].
В экспериментах второй группы используется трехслойная структу-

ра, представляющая собой две пленки, нанесенные на противополож-
ные поверхности единой подложки. При этом одна из пленок является
немагнитной, но имеет значительный коэффициент теплового расши-
рения, а другая является магнитной со значительной магнитострик-
цией.
Импульс света падает на первую пленку, вызывая ее термическое

расширение, то есть соответствующий импульс упругого смещения,
который, проходя через подложку, являющуюся здесь как бы буферной
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зоной, доходит до второй пленки и возбуждает в ней через посредство
магнитострикции интенсивные магнитные колебания.
Такая схема используется в работах [189–191]. Трехтемпературная

модель здесь не применяется, а вместо нее рассмотрено непосредствен-
ное распространение упругого импульса во времени. Сопоставление
времен релаксации выполняется численным порядком, что позволяет
в достаточной степени интерпретировать эксперименты.
Некоторые аспекты процессов возбуждения магнитных колебаний

фемтосекундными импульсами света, в том числе роль магнитной
анизотропии и формы поступающего импульса, рассматриваются в ра-
ботах [183, 192].
Отметим, что в большинстве работ, кроме [186], основное внима-

ние уделяется именно процессам импульсного возбуждения, тогда как
свойствам возбуждаемых магнитостатических волн достаточного внима-
ния не уделяется. Тем не менее, из ряда приводимых авторами данных
косвенным путем можно сделать вывод, что возбуждаемые волны могут
быть достаточно короткими, причем в некоторых случаях удается про-
следить даже зачатки квадратичного закона дисперсии, свойственного
обменным волнам. Тем не менее, вопрос о возможности когерентного
возбуждения обменных волн по-прежнему остается открытым.

1.14. Современные работы по магнитостатическим
волнам

Важнейшей тенденцией сегодняшнего дня является стремление
к нанометровому масштабу размеров устройств обработки информации.
В диапазоне СВЧ широкие перспективы открываются при исполь-

зовании магнонных кристаллов [193, 194], спинтроники [195–197]
и сверхбыстрых процессов в магнетиках при воздействии мощных
импульсов света [178–180, 184–189]. Весьма перспективным является
использование спиновых волн в тонких магнитных пленках и спиновых
волноводах на их основе [193, 194, 200–203].
Так, в работе [200] на основе машинного моделирования предло-

жены многочисленные варианты распространения магнитостатических
волн в различных условиях. Работа [201] посвящена рассмотрению
возможностей создания логически цепей на основе разветвленных
структур из спиновых волноводов. В работе [202] описан вариант
преобразователя, способного возбуждать магнитостатические волны
микронных размеров. В работе [203] приведены данные, касающиеся
распространения коротких магнитостатических волн в условиях, близ-
ких к проявлению обменного взаимодействия.
Работа [204] посвящена распространению спиновых волн в неодно-

родном магнитном поле. В отличие от данных, приведенных в моно-
графии [1], исследование выполнено с применением наиболее мощных
современных пакетов обработки изображений.
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В работе [205] выполнено исследование распространения МСВ при-
менительно к современным устройствам обработки информации.

1.15. Заключительное замечание
Таким образом, можно видеть, что сегодняшние нанотехнологии

позволяют возбуждать спиновые волны длиной в единицы наномет-
ров, физика которых существенно отличается от физики длинных
дипольных волн. Важнейшими здесь являются дополнительные ди-
польные силы, свойственные широкому фронту распространяющихся
волн, а также мощные силы неоднородного обменного взаимодействия,
существенно проявляющиеся для волн короче 1 мкм.
Однако следует отметить, что, несмотря на значительные успехи

в освоении коротких спиновых волн [202–205], теоретическое обосно-
вание наблюдаемых явлений развито недостаточно, что, по-видимому,
связано с высокой сложностью требуемого здесь математического аппа-
рата. Так, в подавляющем большинстве работ обменное взаимодействие
учитывается лишь в виде квадратичной по волновому числу добавке
к эффективному магнитному полю, а дипольное поле размагничивания
вообще не учитывается.
Относительно монографий настоящей серии [1–4], заметим, что ре-

зультаты, представленные в [1, 2] и цитированных там ссылках, отно-
сятся только к дипольным волнам, распространяющимся в изотропной
среде. Влияние анизотропии на ферромагнитный резонанс подробно
рассмотрено в монографии [3], однако характеристики магнитостати-
ческих волн в таких условиях не рассматривались. Небольшой экскурс
в сторону обменных волн содержится в главе 7 монографии [4], однако
приведенные там данные ограничиваются только случаем безграничной
среды. Более подробное рассмотрение обменных волн является одним
из главных предметов внимания настоящей монографии и по мере сил
авторов будет выполнено далее.

Выводы по главе 1
Данная глава посвящена обзору литературы по вопросам распростра-

нения магнитостатических и частично электромагнитных волн в магнит-
ных средах. Обзор носит исторический характер и рассматривает по-
следовательные этапы исследования физических свойств и технических
приложений таких волн. Основное внимание уделено волнам обменного
характера, как наиболее коротким и достаточно перспективным в каче-
стве элементной базы для устройств обработки информации в масштабе
наноразмеров.
Основные результаты, освещаемые в настоящей главе, сводятся

к следующим.
1. В качестве первого упоминания или введения в обиход обмен-

ных волн отмечена теория зависимости намагниченности магнетика
от температуры. Основное положение теории состоит в представлении
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магнитной среды в качестве резервуара для магнитных волн, магнонов,
имеющих обменный характер. При повышении температуры количество
возбужденных магнонов увеличивается, за счет чего интегральная на-
магниченность среды уменьшается.
2. Отмечена важность открытия ферромагнитного резонанса, как

исторически первой возможности полностью регуляризированного воз-
буждения магнитных колебаний когерентного характера. Приведены
примеры применения резонансных свойств магнитной среды, в первую
очередь ее гиротропии, для создания широкого класса волноводных
устройств, реализующих невзаимные условия распространения элек-
тромагнитных волн. В качестве устройств упомянуты вентили, цир-
куляторы, фазовращатели и другие, нашедшие широкое применение
в технике сверхвысоких частот.
3. Рассмотрены стабильные нелинейные процессы в магнитике при

возбуждении ферромагнитного резонанса, такие как умножение часто-
ты и детектирование. Приведены примеры создания параметрических
усилителей сигнала сверхвысокой частоты. Отмечено существование
нестабильных нелинейных процессов возбуждения прецессии намаг-
ниченности, обусловленных параметрическим возбуждением обменных
волн на половинной частоте накачки. Характерным свойством неста-
бильности являются хаотические колебания намагниченности автомо-
дуляционного характера. Упомянуты две основные теоретические мо-
дели такой нестабильности: различие времен продольной и поперечной
релаксаций намагниченности и турбулентность спиновых волн за по-
рогом возбуждения.
4. Рассмотрено возбуждение обменных волн в тонких магнитных

пленках. Отмечен резонансный характер такого возбуждения, обуслов-
ленный установлением стоячих волн по толщине пленки за счет их
отражения от поверхностей пленки. В качестве механизма отражения
предложена модель, предполагающая закрепление спинов на поверх-
ности пленки. Отмечено, что такое возбуждение возможно только
в пленках, толщина которых не превышает единиц микрометров.
5. В качестве революционного прорыва в освоении резонансных

свойств магнетиков отмечено появление железоиттриевого граната.
Приведены ссылки на работы, сообщающие о возможности синтеза та-
ких монокристаллов. Отмечены три уникальных параметра железоит-
триевого граната, выделяющие его из ряда других ферритов: рекордно
низкие магнитные потери, позволившие сузить линию ферромагнит-
ного резонанса до величины в доли эрстеда, рекордно малое затуха-
ние упругих волн, меньшее затухания в лучшем кварце на порядок,
и высокая прозрачность в сочетании со значительным фарадеевским
вращением в оптическом диапазоне длин волн.
6. Рассмотрены свойства возбуждения ферромагнитного резонан-

са в образцах ограниченных размеров. Отмечено, что, благодаря ма-
лости затухания, свойственной железоиттриевому гранату, возможно
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возбуждение множества магнитостатических типов, соответствующих
различным пространственным конфигурациям установления стоячих
колебаний по объему образца. Приведены ссылки на работы, описы-
вающие многократное расщепление резонансной линии и идентифика-
цию пространственного распределения динамической намагниченности
в различных типах.
7. Рассмотрены магнитостатические волны дипольного характера,

распространение которых становится возможным благодаря крайне
низким потерям в железоиттриевом гранате. Отмечены первые экс-
перименты по наблюдению таких волн, состоящие в регистрации им-
пульсного сигнала, задержанного во времени вследствие малости ско-
рости распространения магнитостатических волн по сравнению с элек-
тромагнитными. В качестве основы для теоретической интерпретации
распространения дипольных волн отмечена модель Дэймона–Эшбаха,
рассматривающая распространение волны в касательно намагниченной
ферритовой пластине.
8. Рассмотрены магнитоупругие волны, представляющие собой ком-

бинацию из связанных между собой магнитостатической и упругой
волн, имеющих одинаковые частоты и волновые числа. Представлены
ссылки на эксперименты по возбуждению таких волн и исследованию
их различных свойств, в том числе по многократному отражению
в ограниченных образцах, и некоторым нелинейным свойствам, обу-
словленным параметрическими эффектами.
9. Рассмотрены возможности исследования и использования уни-

кальных оптических свойств железоиттриевого граната. Отмечена воз-
можность создания эффективных модуляторов света и других управ-
ляемых магнитным полем оптических устройств, использующих волно-
водное распространение магнитостатической волны.
10. Рассмотрено аксиальное распространение дипольных магнито-

статических волн в ферритовых цилиндрах, намагниченных неодно-
родным полем. Отмечено, что за счет неоднородности внутреннего
поля в таком цилиндре, обусловленной размагничивающими фактора-
ми торцов, происходит изменение длины магнитостатической волны.
В поле, возрастающем к середине цилиндра, длина магнитостатиче-
ской волны может уменьшаться до величины в единицы микрометров,
а ее скорость также падает более чем на порядок. Приведены ссылки
на теоретическую интерпретацию наблюдаемых явлений, основанную
на рассмотрении бегущей волны в линейно возрастающем или убы-
вающем поле на основе метода ВКБ. Отмечено, что столь сильное
уменьшение скорости волны позволило создать высокоэффективные
линии задержки импульсного сигнала сверхвысоких частот, причем
время задержки достигало десятков микросекунд при общих габаритах
устройства в единицы кубических сантиметров.
11. Рассмотрено принципиальное различие понятия фазовой и груп-

повой скоростей распространяющейся волны, отмеченное еще класси-
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ками в 19 веке. Приведены ссылки на работы, где такое различие
рассмотрено применительно к магнитостатическим волнам. Отмечено,
что причиной несовпадения направлений векторов фазовой и групповой
скоростей в феррите является его анизотропия, проявляющаяся в гиро-
тропных свойствах. Приведены ссылки на работы, где описаны такие
эксперименты и дана им теоретическая трактовка.
12. Рассмотрено распространение магнитостатических волн в среде

с неоднородным распределение подмагничивающего поля. Отмечено,
что развитие подобных работ в полном объеме стало возможным бла-
годаря созданию пленок железоиттриевого граната большой площади,
достигающей десятков квадратных сантиметров. В качестве базовой
модели отмечены три различных разновидности конфигурации подмаг-
ничивающего поля: линейное, типа «долины» и типа «вала». При этом
линейно неоднородное поле позволяет отклонить пучок магнитостати-
ческих волн на большие углы, поле типа «долины» — развести пучки
с отличающимися частотами в разные стороны, а поле типа «вала» —
создать волновод для магнитостатических волн длиной в несколько
сантиметров без заметного затухания. Теоретическая трактовка экс-
периментальных результатов выполняется на основе метода Гамильто-
на–Аулда, основного на аналогии между распространяющейся волной
и движущейся частицей.
13. Рассмотрено сравнительно новое направление исследования маг-

нитостатических волн, состоящее в возбуждении их под действием
короткого мощного импульса света, исходящего от фемтосекундного
лазера. Приведены схемы двух наиболее распространенных методов
эксперимента. В первом методе свет падает непосредственно на магнит-
ную пленку, чем вызывает возбуждение колебаний намагниченности за
счет теплового нагрева или обратного эффекта Фарадея. Во втором ме-
тоде свет падает на обратную сторону подложки, на которой находится
магнитная пленка. На этой стороне подложки нанесена металлическая
пленка, которая под действием света нагревается и расширяется от
тепла, создавая импульс упругого смещения, через подложку попада-
ющий на магнитную пленку, в которой посредством магнитострикции
возбуждает колебания намагниченности. Приведены ссылки на воз-
можные интерпретации наблюдаемых явлений, в том числе отмечена
«трехтемпературная модель», рассматривающая взаимодействие трех
систем: магнитной, упругой и электронной.
14. Отмечены некоторые наиболее перспективные направления ис-

следования магнитостатических волн, развиваемые в настоящее вре-
мя. Приведены ссылки на работы по волноводному распространению
магнитостатических волн в масштабах десятков нанометров. Отмечено
направление, использующее эффекты проводимости и изменения на-
правления спина электрона при переходе между двумя средами с раз-
личными свойствами анизотропии. Приведены ссылки на возможное
применение наноразмерных устройств на магнитостатических волнах
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для построения сетей с логической обработкой информации. Отмечена
важность расширения проводимых исследований на диапазон обмен-
ных волн длиной в десятки и единицы нанометров.
15. В заключительном замечании приведены некоторые соображе-

ния, касающиеся основных предметов рассмотрения работ, цитирован-
ных в настоящем обзоре. Отмечено несколько недостаточное внима-
ние к обменным волнам, обусловленное невысоким уровнем доступной
в те времена экспериментальной техники. Декларировано намерение
авторов в возможной для них степени хотя бы немного продвинуться
далее в исследовании магнитостатических волн обменного характера,
в первую очередь в плане совершенствования соответствующего мате-
матического аппарата.



Гл а в а 2

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ,
ИСПОЛЬЗУЕМЫЙ ПРИ РАСЧЕТЕ

ДИСПЕРСИОННЫХ СВОЙСТВ ВОЛН
В МАГНИТНОЙ СРЕДЕ

Настоящая глава посвящена краткому обзору основного матема-
тического аппарата, используемого при расчете волновых процессов
в магнитных средах. В основе аппарата лежит решение граничной
задачи при заданном тензоре динамической магнитной проницаемости.
Для различных задач, рассматриваемых в последующих главах, как
граничные условия, так и тензор проницаемости будут различаться.
В настоящей главе на примере классической задачи Дэймона–Эшбаха
приведены основные приемы как получения тензора, так и решения
граничной задачи в целом. Авторы не ставят целью дублировать ма-
териалы, приведенные в других монографиях настоящей серии [1–4],
а намерены привести лишь сведения, необходимые для понимания
и удобства воспроизведения результатов, приведенных в последующих
главах данной монографии. Для этого в настоящей главе аппарат
изложен более подробно.
Основной ход изложения будет следовать [1–4], а необходимые

дополнительные ссылки будут указаны в тексте.

2.1. Основные виды электромагнитных волн
в магнитной среде

В наиболее общем случае в магнитной среде распространяются
обычные электромагнитные волны с поправкой на магнитную прони-
цаемость. То есть при достаточно большой магнитной проницаемости
(больше единицы в несколько раз) энергия магнитного поля волны
преобладает над энергией электрического поля. При очень большой
магнитной проницаемости (десятки, сотни, тысячи) электрическое поле
волны в сравнении с магнитным оказывается настолько малым, что им
можно пренебречь. Волна становится чисто магнитной, а взаимодей-
ствие между последовательными периодами волны происходит за счет
сил дипольного характера. Дипольное взаимодействие осуществляется
за счет локальных полей, создаваемых неоднородно распределенной
намагниченностью. То есть возмущение намагниченности в какой-то
точке среды создает поле, которое воздействует на намагниченность
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в другой точке той же среды и само на себе испытывает воздействие,
оказываемое возмущением в этой другой точке. Такое взаимодействие
происходит без участия электрического поля, что может иметь место
только в случае достаточно медленного изменения намагниченности,
то есть в условиях магнитостатики.
В связи с этим в магнитной среде можно рассматривать два вида

волн — электромагнитные, имеющие кроме магнитной заметную элек-
трическую составляющую, и магнитостатические, в которых электри-
ческая составляющая настолько ничтожна, что ею можно пренебречь.
При этом распространение электромагнитных волн рассчитывается
классическим способом в рамках полной электродинамики с учетом
как магнитного, так и электрического поля, а для распространения маг-
нитостатических волн достаточно приближения магнитостатики, где
для получения возвращающей силы, необходимой для существования
волны, следует учитывать дипольное взаимодействие.
В обоих случаях магнитное поле волны определяется магнитной

проницаемостью среды, которая может быть как постоянной, так и за-
висящей от частоты. Поэтому в качестве первого этапа рассмотрения
математического аппарата, обратимся к вычислению магнитной прони-
цаемости.

2.2. Роль магнитной проницаемости
в распространении волн в магнитной среде

В основе решения задач об электродинамических процессах в маг-
нитных средах лежит понятие магнитной проницаемости, как коэффи-
циента пропорциональности между действующим на среду магнитным
полем и намагниченностью этой среды.
Проницаемость во времени может быть как постоянной, так и пе-

ременной.
В случае постоянной проницаемости в среде возможно распростра-

нение электромагнитных волн, отличие которых от волн в свободном
пространстве состоит только в величине магнитного поля волны. Закон
дисперсии таких волн представляет собой прямую линию, отражаю-
щую прямую пропорциональность между частотой волны и ее волно-
вым числом.
Если проницаемость зависит от времени, то магнитное поле волны

может меняться в соответствии с таким изменением. То есть, в те
моменты времени, когда проницаемость будет велика, поле волны тоже
будет большим, а в те моменты, когда проницаемость мала, поле волны
также уменьшается.
Поведение проницаемости во времени может определяться не толь-

ко воздействием внешнего магнитного поля, но и собственными про-
цессами, связанными с инерционными свойствами намагниченности.
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Такие инерционные свойства в сочетании с возвращающей силой
могут быть причиной собственных колебаний намагниченности, име-
ющих резонансный характер. Эти колебания могут происходить син-
хронно во всем объеме среды, так что их частота с длиной волны
никак не будет связана. С точки зрения закона дисперсии такие коле-
бания представляют собой прямую линию, параллельную оси волновых
чисел. Эта линия будет пересекать ось частот в точке, соответству-
ющей собственному магнитному резонансу. Таким образом, прояв-
ление инерционных свойств намагниченности может быть причиной
пересечения законов дисперсии для волн, в которых проницаемость
постоянна и для колебаний, где она определяется этими свойствами.
В случае одновременного существования волн того и другого типа, их
взаимодействие может привести к расталкиванию ветвей дисперсион-
ных кривых. На частотах расталкивания возможно стремление вол-
нового числа объединенной волны к бесконечности. Следует, однако,
не забывать, что такая идеализированная ситуация возможна только
в бездиссипативной среде, тогда как в реальных средах диссипация на
расталкивание ветвей должна накладывать определенные ограничения.
Механизм и результаты действия такого ограничения рассматриваются
в главе 4 монографии.

2.2.1. Тензор магнитной проницаемости

В ферромагнитной среде, спины которой благодаря обменному взаи-
модействию ориентированы в одном направлении, свободные колебания
намагниченности представляют собой прецессию, обусловленную тем,
что спин, кроме магнитного, обладает также еще и механическим
моментом, подобным моменту волчка. Групповая ориентация спинов
в едином направлении позволяет ввести усредненную характеристи-
ку — общий вектор намагниченности среды. Динамика движения та-
кого вектора описывается уравнением Ландау–Лифшица [40–43]:

∂M

∂t
= −γ[M × H

]
. (2.1)

Здесь M — вектор намагниченности, H — эффективное поле, γ —
гиромагнитное отношение.
В магнитной среде, обладающей диссипацией, к этому уравнению

добавляется диссипативный член Гильберта [40–42, 206], в результате
чего уравнение (2.1) принимает вид:

∂M

∂t
= −γ[M × H

]
+ α

M0

[
M × ∂M

∂t

]
, (2.2)

где α — параметр затухания.
Входящее в уравнения (2.1) и (2.2) поле H является «эффектив-

ным» в том смысле, что оно определяется не только извне прило-
женным полем, но и магнитными полями, создаваемыми намагничен-
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ностью. В общем случае такое поле определяется выражением [41,
стр. 68], [42, стр. 42]:

Heff = − ∂U

∂M
+

3∑
p=1

∂

∂xp

⎡
⎢⎢⎣ ∂U

∂

(
∂M

∂xp

)
⎤
⎥⎥⎦, (2.3)

где U — плотность энергии, содержащая различные ее виды, к кото-
рым относятся: энергия взаимодействии намагниченности с внешним
полем, с полями размагничивания, энергия обменного взаимодействия,
энергия анизотропии, энергия магнитоупругого взаимодействия и воз-
можные другие ее виды.

Замечание. Выражение (2.3) является универсальным и использу-
ется для получения эффективного поля из плотности энергии во всех
случаях, кроме поля размагничивания для волны. Физическое содержа-
ние выражения (2.3) состоит в том, что оно определяет поле, создавае-
мое намагниченностью. Однако для поля размагничивания выражение
для плотности энергии содержит сложное интегрирование с учетом
размагничивающего фактора [39, стр. 291, форм. (41.9)–(41.12)], ко-
торый для волны заранее не известен, так что прямое использование
формулы (2.3) затруднено. Поэтому для определения поля размагни-
чивания волны, используется особый прием, позволяющий при учете
периодичности волны определить создаваемое намагниченностью поле
непосредственно из уравнений магнитостатики. Этот прием будет при-
веден далее в главе 5 (разд. 5.4).

Получаемая в результате решения уравнения (2.1) или (2.2) маг-
нитная проницаемость имеет тензорный характер и может быть пред-
ставлена в виде:

↔
χ =

(
μ11 μ12 μ12
μ21 μ22 μ23
μ31 μ32 μ33

)
. (2.4)

Заметим, что в полные уравнения электродинамики входит тензор
именно магнитной проницаемости, в отличие от обычно используемого
в магнитостатике тензора восприимчивости. Соотношение между этими
тензорами в магнитной среде дается приведенной далее формулой (2.33).
Раскрытие векторных произведений в уравнениях движения (2.1)

или (2.2) в декартовой системе координат дает в качестве коэффи-
циентов при компонентах намагниченности составляющие тензора не
проницаемости, а восприимчивости. При этом тензор проницаемости
может быть получен из тензора восприимчивости путем прибавления
единичного тензора. Поэтому первым этапом решения задачи является
получение именно тензора восприимчивости, из которого далее может
быть получен тензор проницаемости.
Для каждого из перечисленных случаев плотности энергии тен-

зор магнитной проницаемости (или восприимчивости) будет иметь
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собственный специфический вид, которых для каждой задачи должен
быть определен отдельно. При этом в задачах о распространении
электромагнитной волны в бигиротропной среде, которым посвящена
глава 3 настоящей монографии, более удобным является использование
тензора проницаемости, а для задач о распространении магнитостати-
ческих волн (главы 4–8) более удобным, то есть приводящим к более
компактным математическим выкладкам, является тензор восприим-
чивости. Однако в любом случае, если эффективные поля известны,
то схема получения компонент того или другого тензора является
общей и включает в себя линеаризацию уравнений движения. Приве-
дем вкратце такую схему для простейшего случая изотропной среды,
намагниченной постоянным полем.

2.2.2. Получение тензоров магнитной восприимчивости
и проницаемости путем линеаризации уравнения движения
Следуя [1, 2, 5, 40–42], приведем схему получения тензора прони-

цаемости в случае столь малых колебаний намагниченности, что их
можно считать линейными. На данном этапе положим, что входящее
в уравнение (2.2) поле является постоянным с небольшой добавкой пе-
ременного характера. В этом случае вид тензора получается особенно
простым, хотя его структура является довольно общей.
Будем исходить из уравнения (2.2), записанного в декартовой систе-

ме координат Oxyz, ось Oz которой ориентирована вдоль направления
постоянного поля H0. Раскрывая векторные произведения, получаем:

Ṁx = −γ(MyHz −MzHy

)
+ α

M0

(
MyṀz −MzṀy

)
; (2.5)

Ṁy = −γ(MzHx −MxHz

)
+ α

M0

(
MzṀx −MxṀz

)
; (2.6)

Ṁz = −γ(MxHy −MyHx

)
+ α

M0

(
MxṀy −MyṀx

)
. (2.7)

Положим поле и намагниченность в виде:

H =
{
hx; hy; H0 + hz

}
; (2.8)

M =
{
mx; my; M0 +mz

}
, (2.9)

где H0 и M0 — постоянные.
Учитывая малость колебаний намагниченности, полагаем:

hx ∼ hy ∼ hz ∼ mx ∼ my ∼ mz ∼ ṁx ∼ ṁy ∼ ṁz � H0 ∼M0. (2.10)

Подставляя эти выражения в (2.5)–(2.7) и выполняя линеаризацию,
состоящую в пренебрежении малыми слагаемыми порядка mimk,
miṁk, mihk, получаем:

ṁx = −γ(myH0 −M0hy

)− αṁy; (2.11)

ṁy = −γ(M0hx −H0mx

)
+ αṁx; (2.12)

ṁz = 0. (2.13)
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Третье уравнение здесь говорит о постоянстве z-компоненты вектора
намагниченности, то есть в динамике его можно не рассматривать.
Положим теперь гармоническую зависимость от времени для поля

и намагниченности в виде:

h = h0e
iωt; (2.14)

m = m0e
iωt. (2.15)

Подставляя (2.14)–(2.15) в (2.11)–(2.12), выполняя дифференцирова-
ние, раскрывая скобки и перенося неизвестные величины (компоненты
намагниченности) в левую часть, а известные (компоненты поля) в пра-
вую, получаем:

iωm0x +
(
γH0 + iωα

)
m0y = γM0h0y; (2.16)

iωm0y − big(γH0 + iωα
)
m0x = −γM0h0x. (2.17)

Здесь индексы «0» при переменных величинах означают, что компо-
ненты поля и намагниченности являются амплитудами при времен-
ных множителях. Не забывая этого обстоятельства, для упрощения
записи индексы «0» можно опустить. Раскрывая скобки, записывая
переменные в порядке следования индексов x, y и меняя знак второго
уравнения, получаем:

iωmx +
(
γH0 + iωα

)
my = γM0hy; (2.18)(

γH0 + iωα
)
mx − iωmy = γM0hx. (2.19)

Решение этой системы имеет вид:

mx = χhx + iχahy; (2.20)

my = −iχahx + χhy, (2.21)

где введены обозначения:

χ = − γM0

(
γH0 + iωα

)
ω2 − (γH0 + iωα

)2 ; (2.22)

χa = − iωγM0

ω2 − (γH0 + iωα
)2 , (2.23)

представляющие собой компоненты тензора восприимчивости [40–42]:

↔
χ =

⎛
⎝ χ iχa 0
−iχa χ 0
0 0 0

⎞
⎠, (2.24)

так что:
m =

↔
χh. (2.25)
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Подобно [1, 2], введем нормированные обозначения:

Ω = ω

4πγM0
; (2.26)

ΩH = H0
4πM0

. (2.27)

Компоненты тензора восприимчивости (2.22), (2.23) принимают вид:

χ = 1
4π

· (ΩH + iαΩ)

Ω2H − (1+ α2)Ω2 + 2iαΩΩH

; (2.28)

χa = 1
4π

· Ω

Ω2H − (1+ α2)Ω2 + 2iαΩΩH

. (2.29)

Освобождаясь от мнимости в знаменателях, получаем:

χ = 1
4π

{
ΩH

(
Ω2H − Ω2

)
RS

− iα
Ω
(
Ω2H + Ω2

)
RS

}
, (2.30)

χa = 1
4π

{
Ω
(
Ω2H − Ω2

)
RS

− iα
2Ω2ΩH

RS

}
, (2.31)

где введено вспомогательное обозначение:

RS =
(
Ω2H − Ω2

)2 + α2
(
2ΩΩH

)2
. (2.32)

Можно видеть, что компоненты тензора имеют резонансный характер,
так что частота резонанса определяется минимумом выражения RS.
Более подробно вопрос о минимуме RS обсуждается далее.
Обратимся теперь к получению тензора проницаемости

↔
μ . Этот

тензор связан с тензором восприимчивости
↔
χ соотношением [40–42]:

↔
μ = 1+ 4π

↔
χ , (2.33)

так что:
↔
μ =

(
1+ 4πχ i4πχa 0
−i4πχa 1+ 4πχ 0
0 0 0

)
, (2.34)

или:
↔
μ =

(
μ iμa 0−iμa μ 0
0 0 0

)
. (2.35)

Таким образом, получаем компоненты тензора проницаемости в виде:

μ =
(
Ω2H − Ω2

)(
Ω2H − Ω2 + ΩH

)
RS

− iα
Ω
(
Ω2H + Ω2

)
RS

; (2.36)

μa =
Ω
(
Ω2H − Ω2

)
RS

− iα
2Ω2ΩH

RS
, (2.37)

где RS определяется выражением (2.32).
Выражение RS содержит α2, то есть при малых значениях α второе

слагаемое может быть значительно меньше первого. Однако это не так
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вблизи резонанса, когда частота Ω становится достаточно близкой к ча-
стоте ΩH . При этом именно второе слагаемое обеспечивает конечность
амплитуды колебаний на частоте резонанса, так как даже при Ω = ΩH
знаменатели в выражениях (2.36)–(2.37) остаются конечными. Однако
на некотором расстоянии от резонансной частоты второе слагаемое
в выражении RS становится достаточно малым по сравнению с первым,
то есть им можно пренебречь. При этом получаем:

RS → (Ω2H − Ω2
)2
. (2.38)

В таком приближении компоненты проницаемости принимают вид:

μ = Ω2H − Ω2 + ΩH

Ω2H − Ω2
− iα

Ω
(
Ω2H + Ω2

)
(
Ω2H − Ω2

)2 ; (2.39)

μa = Ω

Ω2H − Ω2
− iα

2Ω2ΩH(
Ω2H − Ω2

)2 . (2.40)

Представим μ и μa в виде суммы действительной и мнимой частей:

μ = μ′ + iμ′′; (2.41)

μa = μ′
a + iμ′′

a. (2.42)

При этом получаем:

μ′ = Ω2H − Ω2 + ΩH

Ω2H − Ω2
; (2.43)

μ′′ = −αΩ
(
Ω2H + Ω2

)
(
Ω2H − Ω2

)2 ; (2.44)

μ′
a = Ω

Ω2H − Ω2
; (2.45)

μ′′
a = −α 2Ω2ΩH(

Ω2H − Ω2
)2 . (2.46)

В дальнейшем, где для компонент проницаемости будут использо-
ваться именно такие выражения, следует не забывать о возможной их
расходимости вблизи резонанса. При этом влияние диссипации будет
учитываться за счет мнимых компонент проницаемости (2.41), (2.42),
содержащих действительные величины μ′′ и μ′′

a.

Замечание. Проведенное здесь рассмотрение выполнено в декарто-
вой системе координат. Однако уравнение (2.2) от выбора системы не
зависит, так что то же самое можно сделать в любой другой систе-
ме координат. Для цилиндрической системы подобное рассмотрение,
в результате линеаризации уравнения (2.2) приводящее к резонансной
формуле Смита–Сула, можно найти, например, в [3, стр. 55–61].
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2.2.3. Общая схема получения тензора магнитной проницаемости

Приведем вкратце основную схему получения магнитной проница-
емости для различных классов рассматриваемых далее задач. Будем
полагать, что среда намагничена постоянным полем определенного
направления. При достаточно большой величине поля вектор намагни-
ченности стремится ориентироваться точно вдоль поля. Если поле недо-
статочно для точного выстраивания намагниченности, ориентация ее
вектора может отличаться от направления поля. При этом нахождению
тензора проницаемости должно предшествовать определение равновес-
ной ориентации вектора намагниченности. Схема определения такой
ориентации для случая одноосной анизотропии при произвольном на-
правлении поля подробно представлена в [3, стр. 203–207]. Получение
динамической восприимчивости для этого случая разобрано там же
в главе 6 [3, стр. 265–276].
Итак, пусть направление равновесной ориентации вектора намаг-

ниченности известно. Переменное поле предполагается ориентирован-
ным перпендикулярно этому направлению. Зависимость переменного
поля от времени предполагается гармонической с заданной частотой.
Компоненты намагниченности предполагаются также гармоническими,
однако их частота может быть произвольной.
Задача решается в декартовой системе координат, одна из осей ко-

торой (обычно ось Oz) ориентирована вдоль равновесного направления
намагниченности.
Прежде всего записывается плотность энергии, из которой в соот-

ветствии с формулой (2.3) получаются эффективные поля. При учете
размагничивания для волны, эффективное поле находится с помощью
искусственного приема, описанного в разд. 5.4.
Подстановка эффективных полей в уравнение Ландау–Лифшица

с последующим раскрытием векторных произведений и дифференци-
рованием компонент намагниченности и переменного поля по времени
позволяет получить систему уравнений для амплитуд компонент на-
магниченности по трем координатам.
Выполнение процедуры линеаризации позволяет свести систему

к двум уравнениям для двух компонент намагниченности, перпендику-
лярных направлению равновесной ориентации намагниченности. Полу-
ченная система должна содержать в левой части компоненты перемен-
ной намагниченности, а в правой — компоненты вынуждающего поля.
Коэффициенты при переменных в левой части уравнений полученной
системы являются искомыми компонентами тензора восприимчивости.
Тензор проницаемости получается из тензора восприимчивости пу-

тем прибавления единичной матрицы в соответствии с формулой (2.33).
В задачах, рассматриваемых далее в настоящей монографии, тензор

магнитной проницаемости получается на основе уравнения Ландау–
Лифшица в нескольких вариантах, определяемых свойствами среды
и распространяющейся волны. Во всех случаях среда предполагает-
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ся изотропной, однако в ней может присутствовать размагничивание,
неоднородный обмен и диссипация. В общем случае решение полу-
чается крайне громоздким, поэтому рассмотрены четыре следующих
варианта.
Первый — среда без размагничивания, обмена и диссипации — для

однородных колебаний в безграничной среде. Этот случай рассмотрен
в разделе 2.2.2 и соответствует α = 0.
Второй — среда без размагничивания и обмена, но с диссипаци-

ей — для однородных колебаний в безграничной среде и для волн,
достаточно длинных, в которых можно пренебречь обменом и размаг-
ничиванием. Этот случай также рассмотрен в разделе 2.2.2 и соответ-
ствует α �= 0.
Третий — среда с размагничиванием без диссипации — для волны

с достаточной длиной, так что обмен еще не сказывается. Этот случай
будет рассмотрен в главе 5.
Четвертый — среда с обменом и размагничиванием без диссипа-

ции — для волны короткой, в которой обмен приобретает решающее
значение. Этот случай будет рассмотрен в главе 6.
В общем случае анизотропия, обмен, размагничивание — вводятся

через эффективные поля в уравнение Ландау–Лифшица. Диссипация
вводится в уравнение Ландау–Лифшица через член Гильберта без
учета анизотропии, размагничивания, обмена.
Граничные условия важны только в ограниченной среде и с урав-

нением Ландау–Лифшица напрямую не связаны. Для учета граничных
условий есть свое уравнение — Лапласа или Уокера. В эти уравнения
магнитная проницаемость входит для описания магнитных свойств
вещества — поле заменяется на магнитную индукцию. При этом маг-
нитная проницаемость опять-таки получается из уравнения Ландау–
Лифшица.
В ограниченной среде при одном или двух безграничных размерах

получаются волны, бегущие вдоль этих размеров. В магнитной среде
это волны типа Дэймона–Эшбаха [114–116]. Ограничение двух раз-
меров по одной координате дает возможность существования стоячих
волн резонансного характера. В тонкой магнитной пленке это стоячие
резонансы Сиви–Танненвальда–Киттеля [71–75]. В случае всех трех
ограниченных размеров возможны стоячие колебания сложной конфи-
гурации. В магнитной среде это — уокеровские типы [101–108].

2.3. Уравнение Уокера

Электромагнитные явления в среде, обладающей намагниченно-
стью, происходят в соответствии с магнитной проницаемостью этой
среды, которая в общем случае имеет тензорный характер.
В изотропной среде использование классических уравнений

электродинамики (уравнений Максвелла), после взятия дивергенции
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от градиента того или иного поля, приводит к уравнению Лапласа,
симметричному относительно входящих в него переменных.
Однако в анизотропной среде, одной из разновидностей которой

является среда гиротропная, та же операция приводит к уравнению,
несимметричному относительно переменных, так как переменные ведут
себя по-разному относительно различных осей координат.
В приближении магнитостатики, то есть при электрическом поле,

равном нулю, такое несимметричное уравнение для намагниченности
носит название уравнения Уокера, к рассмотрению которого обратимся
далее.
Уравнение Уокера получается из классических уравнений электро-

динамики, взятых в магнитостатическом приближении, то есть из
следующей системы:

rotH = 0; (2.47)
div B = 0. (2.48)

Предполагая поле и индукцию в виде суммы постоянного и пе-
ременного слагаемых, и учитывая, что производные от постоянных
величин равны нулю, получаем такие же уравнения для переменных
полей:

roth = 0; (2.49)
div b = 0, (2.50)

где:
b = h + 4πm. (2.51)

Согласно известному соотношению векторного анализа

rot grad a = 0, (2.52)

где a — произвольная скалярная функция, следует, что первое уравне-
ние допускает возможность введения скалярного потенциала ψ такого,
что:

h = gradψ, (2.53)

то есть:

hx = ∂ψ

∂x
; (2.54)

hy = ∂ψ

∂y
; (2.55)

hz = ∂ψ

∂z
. (2.56)

В этом случае первое уравнение (2.49) удовлетворяется тождественно.
Из уравнения (2.50) при этом получаем

div b = div
(
h + 4πm

)
= div gradψ + 4π div m. (2.57)
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Учитывая следующее из векторного анализа соотношение

div gradψ = Δψ, (2.58)

где Δ — оператор Лапласа, получаем:

Δψ + 4π div m = 0. (2.59)

Это — уравнение Уокера в общем виде, являющееся аналогом
уравнения Лапласа для среды, обладающей отличной от нуля намагни-
ченностью m, входящей в выражение для индукции (2.51).
Переменная намагниченность m обусловлена действием переменно-

го поля h, так что m и h связаны между собой через восприимчи-
вость

↔
χ следующим соотношением:

m = ↔
χh, (2.60)

где
↔
χ , благодаря анизотропии или гиротропии среды, имеет тензорный

характер.
В разделе 2.2.2 показано, что тензор восприимчивости в декартовой

системе координат Oxyz, ось Oz которой ориентирована вдоль направ-
ления постоянного поля, имеет вид (2.24):

↔
χ =

(
χ iχa 0

−iχa χ 0
0 0 0

)
. (2.61)

При этом компоненты намагниченности в соответствии с (2.60) приоб-
ретают вид (2.20), (2.21):

mx = χhx + iχahy; (2.62)

my = −iχahx + χhy. (2.63)

При этом, в силу проведенной ранее линеаризации, выполняется соот-
ношение:

mz = 0. (2.64)

Записывая уравнение (2.59) в координатах, то есть раскрывая вы-
ражения для оператора Лапласа и дивергенции, получаем:

∂2ψ

∂x2
+ ∂2ψ

∂y2
+ ∂2ψ

∂z2
+ 4π

(
∂mx

∂x
+ ∂my

∂y
+ ∂mz

∂z

)
= 0. (2.65)

Входящие в правую часть этого выражения компоненты намагниченно-
сти определяются соотношениями (2.62)–(2.64), в которых компоненты
поля могут быть выражены через потенциал с помощью (2.54)–(2.56).
То есть появляется возможность намагниченность из уравнения (2.65)
исключить и получить уравнение только для потенциала.
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Таким образом, из (2.62)–(2.64) с учетом (2.54)–(2.56), получаем:

∂mx

∂x
= χ

∂2ψ

∂x2
+ iχa

∂2ψ

∂x∂y
; (2.66)

∂my

∂y
= −iχa

∂2ψ

∂y∂x
+ χ

∂2ψ

∂y2
; (2.67)

∂mz

∂z
= 0. (2.68)

Подставляя (2.66)–(2.68) в (2.65) получаем:

(1+ 4πχ)
(
∂2ψ

∂x2
+ ∂2ψ

∂y2

)
+ ∂2ψ

∂z2
= 0. (2.69)

Это — уравнение Уокера, записанное через компоненту восприимчи-
вости χ.
Согласно разделу 2.2.2, компоненты тензора восприимчивости χ

и χa имеют вид (2.28), (2.29):

χ = 1
4π

·
(
ΩH + iαΩ

)
Ω2H − (1+ α2)Ω2 + 2iαΩΩH

; (2.70)

χa = 1
4π

· Ω

Ω2H − (1+ α2)Ω2 + 2iαΩΩH

, (2.71)

где нормированные частоты Ω и ΩH определяются соотношения-
ми (2.26), (2.27):

Ω = ω

4πγM0
; (2.72)

ΩH = H0
4πM0

. (2.73)

Для некоторых задач, в том числе для классической задачи Дэймона–
Эшбаха, рассматриваемой далее, определенное значение имеет случай
отсутствия диссипации, то есть соответствующий α = 0. При этом
(2.70)–(2.71) приобретают особенно простой вид:

χ = 1
4π

· ΩH

Ω2H − Ω2
; (2.74)

χa = 1
4π

· Ω

Ω2H − Ω2
. (2.75)

Следуя [1, стр. 52–53], введем полезные для дальнейшего вспомо-
гательные обозначения:

κ = ΩH

Ω2H − Ω2
; (2.76)

ν = Ω

Ω2H − Ω2
; (2.77)

μ = 1+ κ = 1+ ΩH

Ω2H − Ω2
. (2.78)



2.4. Граничные условия 49

При этих обозначениях из (2.20)–(2.21) получаем:
4πmx = κhx + iνhy; (2.79)

4πmy = −iνhx + κhy, (2.80)

или с учетом (2.54)–(2.56):

4πmx = κ
∂ψ

∂x
+ iν

∂ψ

∂y
; (2.81)

4πmy = −iν ∂ψ
∂x

+ κ
∂ψ

∂y
. (2.82)

В соответствии с (2.74) можно видеть, что:

1+ 4πχ = 1+ ΩH

Ω2H − Ω2
, (2.83)

откуда, с учетом (2.78), получаем:
1+ 4πχ = μ. (2.84)

При этом уравнение Уокера (2.69) принимает вид:

μ ·
(
∂2ψi

∂x2
+ ∂2ψi

∂y2

)
+ ∂2ψi

∂z2
= 0. (2.85)

Это — уравнение для потенциала ψ внутри магнитной среды, где
индекс «i» означает принадлежность к внутреннему объему среды.
Вне среды, то есть при χ = 0 или μ = 1 оно переходит в обычное

уравнение Лапласа:
∂2ψe

∂x2
+ ∂2ψe

∂y2
+ ∂2ψe

∂z2
= 0, (2.86)

где индекс «e» соответствует отсутствию среды, то есть свободному
пространству.

2.4. Граничные условия

При распространении в ограниченной среде дисперсионные свой-
ства волны определяются граничными условиями.
Согласно общим положениям электродинамики, на границе магнит-

ной среды должны оставаться непрерывными нормальная компонента
индукции B и касательная компонента поля H. Рассмотрим, какую
роль здесь играет магнитная проницаемость среды.
В электромагнитных волнах надо учитывать компоненты не толь-

ко магнитного, но и электрического поля. Это будет сделано далее
в главе 3. Здесь же ограничимся случаем магнитостатической волны,
как более важным для дальнейшего рассмотрения. В качестве примера
обратимся к традиционной геометрии распространения волны в пла-
стине, намагниченной вдоль ее плоскости. Распространение магнито-
статических волн в такой геометрии было рассмотрено в работе [114],
являющейся в настоящее время классической базой для различного
рода волновых задач.
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Рис. 2.1. Геометрия задачи

Итак, будем исходить из геометрии задачи, представленной на
рис. 2.1.
Структура представляет собой безграничную ферритовую пласти-

ну 2 толщиной d, по обе стороны от которой находятся свободные полу-
пространства 1 и 3. Система координат Oxyz выбрана таким образом,
что ее плоскость Oyz параллельна плоскостям ферритовой пластины,
а ось Ox — им перпендикулярна. При этом ось Oz ориентирована
вдоль направления внешнего поля. Начало координат O находится
посередине между поверхностными плоскостями пластины, координаты
которых равны ±d/2.
Граничные условия на поверхностях пластины — непрерывность

нормальной компоненты индукции B и тангенциальной компоненты
поля H имеют вид:

Bi
x

∣∣
x=± d

2
= Be

x|x=± d
2
; (2.87)

Hi
y,z

∣∣
x=± d

2
= He

y,z

∣∣
x=± d

2
. (2.88)

Выражая компоненты B и H через потенциалы ψi и ψe с помощью
(2.54)–(2.56), а также учитывая (2.79), получаем:

Bi
x = hi

x + 4πmx = ∂ψi

∂x
+ κ

∂ψi

∂x
+ iν

∂ψi

∂y
= μ

∂ψi

∂x
+ iν

∂ψi

∂y
; (2.89)

Be
x = he

x = ∂ψe

∂x
; (2.90)

Hi
y = hi

y = ∂ψi

∂x
; (2.91)

He
y = he

y = ∂ψe

∂x
; (2.92)

Hi
z = hi

z = ∂ψi

∂z
; (2.93)

He
z = he

z = ∂ψe

∂z
. (2.94)
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Подставляя эти выражения в (2.87)–(2.88), получаем граничные
условия в виде:

μ
∂ψi

∂x
+ iν

∂ψi

∂y

∣∣∣∣
x=± d

2

= ∂ψe

∂x

∣∣∣
x=± d

2

; (2.95)

ψi
∣∣
x=± d

2
= ψe|

x=± d
2
. (2.96)

В принятой геометрии имеются две границы, на каждой из которых
выполняются по два граничных условия, так что в целом граничных
условий получается четыре. Это означает, что при решении полной
задачи из этих граничных условий можно будет определить четыре па-
раметра. Добавим еще, что на бесконечности как магнитная индукция,
так и поле, должны стремиться к нулю, так что это даст еще четыре
параметра. Более подробно соответствие между количеством условий
и параметров будет рассмотрено далее.

Замечание. Вторая пара граничных условий (2.96) получена из
равенства производных, то есть выполняется с точностью до произволь-
ной постоянной, прибавляемой к потенциалу (что является результатом
интегрирования). В работе [114] эта постоянная полагается равной
нулю, так как все поля вычисляются через производные от потенциа-
ла, а производная от постоянной величины равняется нулю. Следуем
и здесь этому же правилу.

2.5. Дисперсионное соотношение для магнитной
пластины со свободными поверхностями

(задача Дэймона–Эшбаха)

В качестве базового примера, лежащего в основе результатов, при-
веденных в дальнейших разделах монографии, рассмотрим дисперси-
онные свойства волны, распространяющейся в касательно намагничен-
ной ферритовой пластине. Эта задача впервые была решена в рабо-
те [114], после чего многократно приводилась в различных моногра-
фиях [1, 2, 41, 42]. В силу ее важности, приведем здесь достаточно
подробное решение, в основном следуя первой монографии настоящей
серии [1, стр. 50–66]. Главное внимание обратим на дисперсионное
соотношение, как наиболее необходимое для дальнейшего изложения
материала, представленного в настоящей монографии, а для получения
потенциалов, полей и компонент намагниченности рекомендуем чита-
телю обратиться непосредственно к [1, стр. 68–72].

2.5.1. Полная формулировка задачи

Будем рассматривать задачу в геометрии, приведенной на рис. 2.1.
С учетом (2.85), (2.86), а также (2.95), (2.96), получаем следующую
формулировку полной задачи.
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Уравнения:
область 1 (вне феррита):

∂2ψ1

∂x2
+ ∂2ψ1

∂y2
+ ∂2ψ1

∂z2
= 0. (2.97)

область 2 (внутри феррита):

μ ·
(
∂2ψ2

∂x2
+ ∂2ψ2

∂y2

)
+ ∂2ψ2

∂z2
= 0. (2.98)

область 3 (вне феррита):

∂2ψ3

∂x2
+ ∂2ψ3

∂y2
+ ∂2ψ3

∂z2
= 0. (2.99)

Граничные условия на нижней
(
x = −d

2

)
и верхней

(
x = d

2

)
по-

верхностях:

μ
∂ψ2
∂x

+ iν
∂ψ2
∂y

∣∣∣
x=− d

2

= ∂ψ1
∂x

∣∣∣
x=− d

2

; (2.100)

μ
∂ψ2
∂x

+ iν
∂ψ2
∂y

∣∣∣
x=

d
2

= ∂ψ3
∂x

∣∣∣
x=

d
2

; (2.101)

ψ2|x=− d
2

= ψ1|x=− d
2
; (2.102)

ψ2|x=
d
2

= ψ3|x=
d
2
. (2.103)

2.5.2. Решение уравнений без граничных условий

Рассмотрим решение в областях 1–3 по отдельности.

ОБЛАСТЬ 1 (вне феррита).
Уравнение для потенциала ψ1 в этой области имеет вид (2.97):

∂2ψ1

∂x2
+ ∂2ψ1

∂y2
+ ∂2ψ1

∂z2
= 0. (2.104)

Решим уравнение (2.104) методом разделения переменных. Для этого
предположим, что решение имеет вид:

ψ1 = X1(x) · Y1(y) · Z1(z). (2.105)

Подставим решение (2.105) в уравнение (2.104) и разделим все
на X1 · Y1 · Z1. Подставляя (2.105) в (2.104), получаем:

X ′′
1

X1
+ Y ′′

1

Y1
+ Z′′

1

Z1
= 0. (2.106)

Введем постоянную разделения λ1:

X ′′
1

X1
+ Y ′′

1

Y1
= −Z′′

1

Z1
= λ21. (2.107)
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Из (2.107) получаем уравнение для Z1:

Z ′′
1 + λ21Z1 = 0. (2.108)

Его решение имеет вид:

Z1 = G1e
iλ1z +H1e

−iλ1z. (2.109)

Здесь и далее буквами A, B, C, D, G, H с соответствующими ин-
дексами обозначаем произвольные постоянные, которые должны быть
определены из граничных условий.
Аналогично находим Y1 и X1. Из (2.107) получаем:

X ′′
1

X1
+ Y ′′

1

Y1
= λ21. (2.110)

Введем еще одну постоянную разделения μ1:

X ′′
1

X1
= −Y ′′

1

Y1
+ λ21 = μ21. (2.111)

Из (2.111) получаем уравнение для X1:

X ′′
1 − μ21X1 = 0. (2.112)

Его решение имеет вид:

X1 = A1e
μ1x +B1e

−μ1x. (2.113)

Аналогично из (2.111) получаем уравнение для Y1:

Y ′′
1 +
(
μ21 − λ21

)
Y1 = 0. (2.114)

Его решение имеет вид:

Y1 = C1e
i
√

μ21−λ21 y +D1e
−i
√

μ21−λ21 y. (2.115)

ОБЛАСТЬ 2 (внутри феррита).
Уравнение для потенциала ψ2 в этой области имеет вид (2.98):

μ ·
(
∂2ψ2

∂x2
+ ∂2ψ2

∂y2

)
+ ∂2ψ2

∂z2
= 0. (2.116)

Решим уравнение (2.116) методом разделения переменных:

ψ2 = X2(x) · Y2(y) · Z2(z). (2.117)

Подставим решение (2.117) в уравнение (2.116) и разделим все
на X2 · Y2 · Z2.
Подставляя (2.117) в (2.116), получаем:

μ ·
(
X ′′
2

X2
+ Y ′′

2

Y2

)
+ Z′′

2

Z2
= 0. (2.118)
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Введем постоянную разделения λ2:

μ ·
(
X ′′
2

X2
+ Y ′′

2

Y2

)
= −Z′′

2

Z2
= λ22. (2.119)

Из (2.119) получаем уравнение для Z2:

Z ′′
2 + λ22Z2 = 0. (2.120)

Его решение имеет вид:

Z2 = G2e
iλ2z +H2e

−iλ2z. (2.121)

Аналогично находим Y2 и X2. Из (2.119) получаем:

μ ·
(
X ′′
2

X2
+ Y ′′

2

Y2

)
= λ22. (2.122)

Введем еще одну постоянную разделения μ2:

X ′′
2

X2
= −Y ′′

2

Y2
+ λ22

μ
= μ22. (2.123)

Из (2.123) получаем уравнение для X2:

X ′′
2 − μ22X2 = 0. (2.124)

Его решение имеет вид:

X2 = A2e
μ2x +B2e

−μ2x. (2.125)

Аналогично из (2.123) получаем уравнение для Y2:

Y ′′
2 +
(
μ22 − λ22

μ

)
Y2 = 0. (2.126)

Его решение имеет вид:

Y2 = C2e
i

√
μ22−

λ22
μ y +D2e

−i

√
μ22−

λ22
μ y

. (2.127)

ОБЛАСТЬ 3 (вне феррита).
Решение в этой области полностью аналогично решению в обла-

сти 1 с заменой индекса «1» на индекс «3», поэтому запишем его далее
просто по аналогии.

ПОЛНОЕ РЕШЕНИЕ имеет вид (формулы (2.109), (2.113), (2.115),
(2.121), (2.125), (2.127)):

область 1:

X1 = A1e
μ1x +B1e

−μ1x; (2.128)

Y = C1e
i
√

μ21−λ21 y +D1e
−i
√

μ21−λ21 y; (2.129)

Z1 = G1e
iλ1z +H1e

−iλ1z; (2.130)
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область 2:

X2 = A2e
μ2x +B2e

−μ2x; (2.131)

Y2 = C2e
i

√
μ22−

λ22
μ y +D2e

−i

√
μ22−

λ22
μ y; (2.132)

Z2 = G2e
iλ2z +H2e

−iλ2z; (2.133)

область 3:

X3 = A3e
μ3x +B3e

−μ3x; (2.134)

Y3 = C3e
i
√

μ23−λ23 y +D3e
−i
√

μ23−λ23 y; (2.135)

Z3 = G3e
iλ3z +H3e

−iλ3z. (2.136)

Предположим, что волна распространяется в плоскости Oyz. При этом
зависимости всех трех решений от y и z должны совпадать. Из этого
условия получаем:

√
μ21 − λ21 =

√
μ22 −

λ22
μ

=
√
μ23 − λ23 ; (2.137)

λ1 = λ2 = λ3. (2.138)

Введем обозначения μ0 и λ0 из условий:

μ0 = μ2; (2.139)
λ0 = λ1 = λ2 = λ3. (2.140)

Подставляя эти обозначения в (2.137), получаем:

√
μ21 − λ20 =

√
μ20 −

λ20
μ

=
√
μ23 − λ20 . (2.141)

Выражение (2.141) можно рассматривать как систему двух уравнений
относительно μ1 и μ3. Возводя все три составляющих (2.141) в квадрат,
после чего приравнивая первое и третье, а затем первое и второе,
получаем:

μ1 =
√
μ20 + μ− 1

μ
· λ20 ; (2.142)

μ3 =
√
μ20 + μ− 1

μ
· λ20 . (2.143)

Так как волна распространяется в плоскости Oyz, то Y1,2,3 и Z1,2,3
являются периодическими. При этом, поскольку они выражаются через

экспоненту с мнимой единицей i в показателе, то λ0 и

√
μ20 −

λ20
μ

должны быть действительными.
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Предположим, что решение в области 1 спадает до нуля при x →
→ +∞, а в области 3 — при x→ −∞. При этом, учитывая, что μ1 > 0
и μ3 > 0, получаем, что: B1 = 0 и A3 = 0.
Для удобства введем обозначения без индексов: A1 = A и B3 = B,

а также: C1,2,3 = C, D1,2,3 = D, G1,2,3 = G, H1,2,3 = H.

В результате ПОЛНОЕ РЕШЕНИЕ принимает вид:
часть решения, зависящая только от x:

X1 = Ae

√
μ20+

μ−1
μ ·λ20 x

; (2.144)
X2 = A2e

μ0x +B2e
−μ0x; (2.145)

X3 = Be
−
√

μ20+
μ−1

μ ·λ20 x
; (2.146)

часть решения, зависящая только от y и z, одинаковая во всех обла-
стях:

Y = Ce
i

√
μ20−

λ20
μ y +De

−i

√
μ20−

λ20
μ y; (2.147)

Z = Geiλ0z +He−iλ0z. (2.148)

В этом решении 8 постоянных коэффициентов, а граничных условий,
по которым их предстоит определять, только 4. Поэтому 4 коэффици-
ента можно задать произвольно. Предположим далее, что волны рас-
пространяются только в положительных направлениях осей Oy и Oz,
то есть C = 0 и G = 0. Поскольку можно произвольно задать еще два
коэффициента, то можно положить D = 1 и H = 1. При этом часть
решения, зависящая только от y и z, принимает вид:

Y = e
−i

√
μ20−

λ20
μ y, (2.149)

Z = e−iλ0z. (2.150)

Таким образом, в полном решении остаются только 4 коэффициен-
та A, A2, B2, B, для определения которых имеются 4 граничных
условия (2.100)–(2.103).
Введем теперь в решение волновые числа в явном виде с помощью

обозначений:

волновое число по координате x вне пластины:

ke
x =
√
μ20 + μ− 1

μ
· λ20 ; (2.151)

волновое число по координате x внутри пластины:

ki
x = i · μ0; (2.152)
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волновое число по координате y во всем пространстве:

ky =

√
μ20 −

λ20
μ
; (2.153)

волновое число по координате z во всем пространстве:

kz = λ0. (2.154)

Эта система содержит 6 величин: ke
x, k

i
x, ky, kz, μ0, λ0. Так как

четыре уравнения (2.151)–(2.154) содержат шесть неизвестных, то две
из них можно исключить, в результате чего получатся два уравнения
с четырьмя неизвестными. Исключим μ0 и λ0. Для этого выразим их
через ki

x и kz с помощью (2.152) и (2.154), подставим полученные
выражения в (2.151) и (2.153), откуда, после возведения в квадрат,
получим: (

ke
x

)2 = −(ki
x

)2 + μ− 1
μ

· k2z; (2.155)

k2y = −(ki
x

)2 − μ− 1
μ

· k2z. (2.156)

В эти выражения μ0 и λ0 уже не входят. Однако здесь имеется четыре
волновых числа ke

x, k
i
x, ky, kz, связанные двумя уравнениями. Поэтому

два из них можно задать изначально, а два других выразить через них.
Поскольку в плоскости Oyz никаких ограничений для распространения
волн нет (геометрически пластина ограничена только по оси Ox),
то будем считать заданными ky и kz, а k

e
x и k

i
x выразим через них.

Для этого проделаем следующее. Вычитая (2.156) из (2.155), получаем:(
ke

x

)2 − k2y − k2z = 0. (2.157)

Находя из этого выражения
(
ke

x

)2
и подставляя в (2.155), получаем:

μ · [(ki
x)2 + k2y

]
+ k2z = 0. (2.158)

Из (2.157) и (2.158) после некоторых преобразований получаем:

ke
x =
√
k2y + k2z ; (2.159)

ki
x =

√
−
(
k2y + k2z

μ

)
= i ·

√
k2y + k2z

μ
. (2.160)

ПОЛНОЕ РЕШЕНИЕ в обозначениях (2.151)–(2.154) принимает вид:
часть решения, зависящая только от x:

X1 = Aeke
xx; (2.161)

X2 = A2e
iki

xx +B2e
−iki

xx; (2.162)

X3 = Be−ke
xx; (2.163)



58 Гл. 2. Математический аппарат, используемый при расчете свойств

часть решения, зависящая только от y и z, принимает вид:

Y = e−ikyy; (2.164)

Z = e−ikzz. (2.165)

Здесь ky и kz — пока произвольные действительные величины
(их действительность обусловлена отсутствием затухания). При этом
из (2.159) следует, что ke

x тоже всегда действительное, то есть X1 и X3
вне пластины экспоненциально спадают. В то же время, из (2.160)
следует, что ki

x может быть как действительным, так и мнимым, в за-
висимости от знака подкоренного выражения, которое определяется со-
отношением между величинами ky и kz, а также величиной и знаком μ
в зависимости от Ω.

2.5.3. Вывод дисперсионного соотношения

Итак, в соответствии с (2.105), (2.117), решение (2.104) и (2.116)
имеет вид:

ψ1 = X1 · Y · Z, (2.166)
ψ2 = X2 · Y · Z, (2.167)
ψ3 = X3 · Y · Z. (2.168)

Граничные условия на нижней
(
x = −d

2

)
и верхней

(
x = d

2

)
поверх-

ностях имеют вид (2.100)–(2.103):

μ
∂ψ2
∂x

+ iν
∂ψ2
∂y

∣∣∣
x=− d

2

= ∂ψ1
∂x

∣∣∣
x=− d

2

; (2.169)

μ
∂ψ2
∂x

+ iν
∂ψ2
∂y

∣∣∣
x=

d
2

= ∂ψ3
∂x

∣∣∣
x=

d
2

; (2.170)

ψ2|x=− d
2

= ψ1|x=− d
2
; (2.171)

ψ2|x=
d
2

= ψ3|x=
d
2
. (2.172)

Подставим решение (2.166)–(2.168) в граничные условия (2.169)–
(2.172) и разделим первые два уравнения на Z, а вторые два уравнения
на Y · Z. В этом случае граничные условия принимают вид:

μ
∂X2
∂x

· Y + iνX2
∂Y

∂y

∣∣∣
x=− d

2

= ∂X1
∂x

· Y
∣∣∣
x=− d

2

; (2.173)

μ
∂X2
∂x

· Y + iνX2
∂Y

∂y

∣∣∣
x=

d
2

= ∂X3
∂x

· Y
∣∣∣
x=

d
2

; (2.174)

X2|x=− d
2

= X1|x=− d
2
; (2.175)

X2|x=
d
2

= X3|x=
d
2
. (2.176)
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Здесь согласно (2.161)–(2.165):

X1 = Aeke
xx; (2.177)

X2 = A2e
iki

xx +B2e
−iki

xx; (2.178)

X3 = Be−ke
xx; (2.179)

Y = e−ikyy. (2.180)

Находим производные из решения (2.177)–(2.180):
∂X1
∂x

= ke
x ·A · eke

xx; (2.181)

∂X2
∂x

= iki
x · (A2eiki

xx −B2e
−iki

xx
)
; (2.182)

∂X3
∂x

= −ke
x ·B · e−ke

xx; (2.183)

∂Y

∂y
= −iky · e−ikyy. (2.184)

Введем обозначения:

ρ = ki
xd

2
; (2.185)

δ = ke
xd

2
. (2.186)

Производные и решение на границах принимают вид:
∂X1
∂x

∣∣∣
x=− d

2

= ke
x ·A · e−δ; (2.187)

∂X2
∂x

∣∣∣
x=− d

2

= iki
x · (A2e−iρ −B2e

iρ
)
; (2.188)

∂X2
∂x

∣∣∣
x=

d
2

= iki
x · (A2eiρ −B2e

−iρ
)
; (2.189)

∂X3
∂x

∣∣∣
x=

d
2

= −ke
x ·B · e−δ; (2.190)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

X1|x=− d
2

= A · e−δ; (2.191)

X2|x=− d
2

= A2e
−iρ +B2e

iρ; (2.192)

X2|x=
d
2

= A2e
iρ +B2e

−iρ; (2.193)

X3|x=
d
2

= B · e−δ. (2.194)

Подставляя (2.180), (2.184), (2.187)–(2.194) в граничные усло-
вия (2.173)–(2.176) и разделяя на e−ikyy, получаем систему уравнений
для A, A2, B2, B:

μ · iki
x

(
A2e

−iρ −B2e
iρ
)

+ νky

(
A2e

−iρ + B2e
iρ
)

= ke
xAe

−δ; (2.195)

μ · iki
x

(
A2e

iρ −B2e
−iρ
)

+ νky

(
A2e

iρ +B2e
−iρ
)

= −ke
xBe

−δ; (2.196)
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A2e
−iρ +B2e

iρ = Ae−δ; (2.197)

A2e
iρ + B2e

−iρ = Be−δ. (2.198)

Введем обозначения:

ε1 = iμki
x + νky; (2.199)

ε2 = −iμki
x + νky. (2.200)

С этими обозначениями из (2.195)–(2.198) получаем:

A2ε1e
−iρ +B2ε2e

iρ −Ake
xe

−δ = 0; (2.201)

A2ε1e
iρ +B2ε2e

−iρ +Bke
xe

−δ = 0; (2.202)

A2e
−iρ +B2e

iρ −Ae−δ = 0; (2.203)

A2e
iρ +B2e

−iρ −Be−δ = 0. (2.204)

Это — система 4 уравнений с 4 неизвестными A, A2, B2, B. Усло-
вием существования ненулевого решения является равенство нулю ее
определителя: D0 = 0, что и дает дисперсионное соотношение. Этот
определитель имеет вид:

D0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε1e
−iρ ε2e

iρ −ke
xe

−δ 0
ε1e

iρ ε2e
−iρ 0 ke

xe
−δ

e−iρ eiρ −e−δ 0
eiρ e−iρ 0 −e−δ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.205)

Для раскрытия этого определителя умножим третью строку на −ke
x

и прибавим к первой, а затем умножим четвертую строку на ke
x и при-

бавим ко второй. Получаемый определитель разлагаем по четвертому
столбцу, а тот, который остается — по третьему. Учитывая далее, что
должно быть D0 = 0, получаем:∣∣∣∣(ε1 − ke

x)e−iρ (ε2 − ke
x)eiρ

(ε1 + ke
x)eiρ (ε2 + ke

x)e−iρ

∣∣∣∣ = 0. (2.206)

Раскрывая входящий в (2.206) определитель, получаем дисперсионное
соотношение в виде [1, стр. 65, форм. (2.279)]:

e2iρ − e−2iρ

e2iρ + e−2iρ
= ke

x(ε2 − ε1)

(ke
x)2 − ε1ε2

. (2.207)

Здесь входящие в (2.206) величины определяются через волновые чис-
ла ky, kz в соответствии с формулами (2.185), (2.199), (2.200), (2.159),
(2.160), а входящие в эти формулы компоненты тензора проницаемо-
сти μ, ν — формулами (2.77), (2.78).
Соотношение (2.207) является базовым, во всяком случае, для

волны, распространяющейся в касательно намагниченной пластине.
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Далее будет показано, что все дисперсионные соотношения для за-
дач, рассматриваемых в настоящей монографии, могут быть приведены
к выражениям, имеющим такую же структуру. При этом параметры ρ,
ε1,2, k

e
x, k

i
x будут иметь свою собственную структуру, определяемую

спецификой конкретной задачи.

2.5.4. Дисперсионное соотношение в полярной системе
координат

Соотношение (2.207) получено в декартовой системе координат.
Однако для ряда задач, в том числе касающихся распространения
магнитостатических волн в произвольном направлении относительно

Рис. 2.2. Волновой вектор в по-
лярной системе координат

поля, а также в неоднородно намагни-
ченных структурах, более удобным яв-
ляется использование полярной систе-
мы координат, переход к которой, сле-
дуя [1, стр. 66–67], рассмотрим далее.
Итак, в дисперсионное соотноше-

ние (2.207) входят четыре волновых
числа: ke

x, k
i
x, ky, kz. Два из них k

e
x

и ki
x с помощью выражений (2.159)

и (2.160) можно исключить. При этом
в дисперсионном соотношении оста-
нутся только ky и kz. Это означа-
ет, что если задано, например, ky,
то дисперсионное соотношение позво-
ляет определить kz через ky. Такую процедуру удобно сделать в поляр-
ной системе координат, показанной на рис. 2.2.
При этом:

ky = k · cosϕ; (2.208)

kz = k · sinϕ. (2.209)

В этой системе координат волновые числа ke
x и ki

x, первоначально
определенные формулами (2.159) и (2.160), принимают вид:

ke
x =
√
k2y + k2z = k; (2.210)

ki
x = i

√
k2y + k2z

μ
= ik

√
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

μ
= ikα, (2.211)

где введено обозначение:

α =

√
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

μ
. (2.212)
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Вычислим промежуточные выражения, входящие в дисперсионное со-
отношение (2.207):

2iρ = −kdα; (2.213)
ε2 − ε1 = 2μkα; (2.214)

ε1 · ε2 = k2
[
(ν2 − μ2 + μ) cos2 ϕ− μ

]
= k2 · β, (2.215)

где введено обозначение:

β =
(
ν2 − μ2 + μ

)
cos2 ϕ− μ. (2.216)

При этом получаем:

ke
x(ε2 − ε1) = 2μk2α; (2.217)

(ke
x)2 − ε1ε2 = −k2(β − 1). (2.218)

Подставляя (2.213), (2.217) и (2.218) в (2.207), получаем:

e−kdα − ekdα

e−kdα + ekdα
= − 2μα

β − 1 , (2.219)

откуда получаем:
2μα
β − 1 = ekdα − e−kdα

ekdα + e−kdα
, (2.220)

или: 2μα
β − 1 = th(kdα). (2.221)

Преобразуя (2.221) получаем основное дисперсионное соотношение
для изотропной ферритовой пластины со свободными поверхностями,
намагниченной в плоскости:

β − 1− 2μα cth(kdα) = 0. (2.222)

Входящие в это соотношение параметры α, β, μ, ν, Ω, ΩH определяют-
ся формулами (2.212), (2.216), (2.77), (2.78), (2.26), (2.27).
Дисперсионное соотношение (2.222) можно разрешить относитель-

но k. Для этого удобно воспользоваться выражением (2.220), а именно:
умножить числитель и знаменатель его правой части на ekdα, после
чего разрешить полученное уравнение относительно e2kdα, откуда вы-
разить k с помощью логарифма. В результате получаем дисперсионное
соотношение в виде:

k = 1
2dα

· ln β − 1+ 2μα
β − 1− 2μα . (2.223)

2.6. Частотные области существования объемных
и поверхностных волн

Для определения характера волны, в первую очередь, является
ли волна поверхностной или объемной, следует знать области частот,
в которых такие ее свойства сохраняются. Из (2.178) видно, что ха-
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рактер волны внутри пластины определяется действительностью или
мнимостью волнового числа ki

x, где, согласно (2.160):

ki
x = i

√
k2y + k2z

μ
, (2.224)

так что все в конечном счете определяется знаком подкоренного выра-
жения, входящего в (2.224).
Так, если подкоренное выражение положительно, то ki

x является
действительным. При этом показатель экспоненты e±iki

xx является
мнимым, то есть по толщине пластины намагниченность имеет осцил-
лирующий характер с постоянной амплитудой, так что волна является
объемной.
Если подкоренное выражение отрицательно, то ki

x является мни-
мым. При этом показатель экспоненты e±iki

xx является действитель-
ным, то есть по толщине пластины намагниченность по направлению
внутрь пластины спадает по экспоненциальному закону и волна явля-
ется поверхностной.
Из структуры выражения (2.224) можно видеть, что единственная

возможность его отрицательности, то есть объемного характера волны,
может быть реализована только в случае отрицательности μ. При
этом конкретный интервал допустимых значений μ, где подкоренное
выражение будет отрицательным, зависит от конкретного соотношения
значений ky и kz, то есть от направления распространения волны.
Таким образом, объемные волны могут существовать только при

отрицательных значениях μ, при условии подходящего соотношении
между ky и kz, а во всех других случаях волны будут поверхностными.
В разд. 2.2.2 показано, что μ, будучи компонентой тензора про-

ницаемости, в простейшем случае определяется соотношением между
частотой волны и приложенным полем, имеющим вид (2.78):

μ = 1+ ΩH

Ω2H − Ω2
. (2.225)

Найдем частотные области объемных и поверхностных волн, следу-
ющие из этого соотношения:

Возможны следующие случаи:

1) Ω = 0, при этом: μ = 1+ Ω−1
H ; (2.226)

2) 0 < Ω < ΩH , при этом: 1+ Ω−1
H < μ < +∞; (2.227)

3) ΩH < Ω <
√

ΩH(ΩH + 1) , при этом: −∞ < μ < 0; (2.228)

4) Ω =
√

ΩH(ΩH + 1) , при этом: μ = 0; (2.229)

5)
√

ΩH(ΩH + 1) < Ω < +∞, при этом: 0 < μ < 1. (2.230)
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Таким образом, имеются три области, где возможен тот или иной
характер волн: область A, определяемая интервалом частот (2.227),
область B, определяемая интервалом частот (2.228), и область C,
определяемая интервалом частот (2.230).
Схема зависимости μ(Ω) с учетом этих областей приведена

на рис. 2.3.

Рис. 2.3. Схема зависимости μ от Ω

Из рисунка видно, что имеется только одна область B, соответству-

ющая интервалу частот ΩH < Ω <
√

ΩH

(
ΩH + 1

)
, где μ < 0, то есть ki

x

может быть действительным. Это — область ОБЪЕМНЫХ волн, для
которых зависимость потенциала ψ2 от координаты x периодически
осциллирует. В этой области действительность ki

x определяется соот-
ношением между ky и kz, определяемым условием:

k2y + k2z
μ
< 0, (2.231)

откуда получаем:
kz

ky
>

√−μ , (2.232)

что дает сектор, определяющий возможные пределы распространения
объемных волн. Его величину удобно определять в цилиндрической
системе координат с помощью угла отсечки [1, стр. 72–74].
В области A, соответствующей интервалу частот 0 < Ω < ΩH ,

где μ > 0, волны распространяться не могут, так как при этом их ча-
стота должна была бы быть ниже частоты однородного ФМР.
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В области C, соответствующая интервалу частот
√

ΩH

(
ΩH + 1

)
<

< Ω < +∞, где μ > 0, величина ki
x всегда мнимая. Это область

ПОВЕРХНОСТНЫХ волн, для которых зависимость потенциала ψ2
от координаты x спадает по экспоненте от той или иной поверхности
пластины.

2.7. Замечание о дальнейшем рассмотрении

Главным предметом дальнейшего рассмотрения в настоящей моно-
графии будут дисперсионные свойства волн в ферритовой пластине,
намагниченной касательно к ее плоскости. Предполагается, что вол-
ны распространяются в направлении, перпендикулярном приложенному
полю или под углами к этому полю, определяемыми интервалом уг-
лов отсечки. Согласно показанному в [1, 2, 41, 42, 114, 159], в таких
условиях волны имеют поверхностный характер. В настоящий момент
объемные волны еще ожидают своего исследователя.
В основу изложения будет положено дисперсионное соотношение,

подобное (2.207). В некоторых случаях будет упомянуто эквивалентное
ему соотношение (2.222).
Будет рассмотрена роль электрического поля, свойства волнового

числа магнитостатических волн при достаточно больших его значени-
ях, а также влияние динамического размагничивания волны и неод-
нородного обменного взаимодействия на закон дисперсии распростра-
няющейся волны. Некоторое внимание будет уделено стоячим волнам
по толщине пленки, в первую очередь роли и содержанию понятия
поверхностной анизотропии.
Вопросы распространения рассматриваемых волн в неоднородных

полях и сложных структурах, а также в условиях ориентационных
переходов, которым посвящены предыдущие монографии настоящей
серии [1–4], здесь затронуты не будут, так как эти вопросы также еще
ожидают грядущих исследователей.
В рамках этой главы далее будут рассмотрены некоторые чисто

математические вопросы, полезные при решении уравнений, возника-
ющих в процессе решения задач о распространении волн в магнитных
средах. К таковым вопросам относятся решение дифференциально-
го уравнения второго порядка типа уравнения Уокера, содержащего
смешанную производную, а также решение алгебраических уравнений
третьей и четвертой степени.

2.8. Уравнение второго порядка
со смешанной производной

В ряде задач, рассматриваемых далее в настоящей монографии,
встречается уравнение второго порядка, содержащее смешанную про-
изводную по двум координатам. К такому виду приводится уравнение
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Уокера в задаче о волне типа Дэймона–Эшбаха с учетом размагни-
чивания (раздел 5.5, формулы (5.70), (5.74)) и обмена (раздел 6.5,
формулы (6.70), (6.74)).
Вообще говоря, уравнение типа Уокера со смешанной производной

достаточно часто возникает также в других задачах, например в задаче
о распространении магнитостатических волн в условиях ориентаци-
онного перехода, рассмотренной в четвертой монографии настоящей
серии [4, глава 14, стр. 354–361].
В общем случае уравнение Уокера с произвольным тензором вос-

приимчивости
↔
χ в декартовой системе координат Oxyz:

(2.233)

имеет вид [4, стр. 351, форм. (14.33)]:

(1+ 4πaxx)∂
2ψ

∂x2
+ (1+ 4πayy)∂

2ψ

∂y2
+ (1+ 4πazz)

∂2ψ

∂z2
+

+ 4π(axy + ayz)
∂2ψ

∂x∂y
+ 4π(axz + azx) ∂

2ψ

∂x∂z
+

+ 4π(ayz + azy) ∂
2ψ

∂y∂z
= 0. (2.234)

Можно видеть, что смешанная производная возникает всегда, когда
тензор

↔
χ не является антисимметричным, то есть при aik �= −aki, хотя

бы при каком-нибудь одном наборе индексов i и k. Такое положение
возникает, например, тогда, когда равновесное положение вектора на-
магниченности определяется действием двух сил, имеющих различные
направления, например, поля анизотропии и внешнего поля. В усло-
виях ориентационного перехода пример такого тензора для намагни-
ченности в условиях ориентационного перехода приведен в моногра-
фии [3] на стр. 271, формула (6.202), в которой axy = −ayx, ayz = −azy,

но axz = azx, так что коэффициент при производной ∂
2ψ/∂x∂z не об-

ращается в нуль, в результате чего уравнение типа (2.234) содержит
смешанную производную. В задачах, рассматриваемых в настоящей
монографии, намагниченность также подвержена действию двух или
даже трех сил — кроме внешнего поля также действию поля размаг-
ничивания и поля неоднородного обмена, что обеспечивает в соответ-
ствующих уравнениях Уокера наличие смешанной производной.
Способ решения уравнения со смешанной производной подробно опи-

сан в главе 4 монографии [4, разд. 4.1.6–4.1.8, стр. 73–83]. В то же
время, в какой-либо другой литературе, по крайней мере, известной
авторам настоящей монографии, описание такого способа отсутствует.
Поэтому, ввиду его важности, авторы сочли полезным для дальней-
шего изложения привести здесь его сжатый конспективный вариант,
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за подробностями которого рекомендуют читателю обратиться непо-
средственно к монографии [4].

2.8.1. Частный случай решения уравнения со смешанной
производной

Будем рассматривать уравнение со смешанной производной, имею-
щее вид:

∂2U

∂x2
+ α

∂2U

∂y2
+ γ

∂2U

∂x∂y
= 0. (2.235)

Решаем методом разделения переменных [207, стр. 82]:

U = X(x)Y (y). (2.236)

Находя производные, подставляя в уравнение и разделив на X · Y ,
получаем:

X ′′

X
+ α

Y ′′

Y
+ γ

X ′Y ′

XY
= 0. (2.237)

Можно видеть, что разделение уравнения на две части, каждая из
которых зависит только от одной переменной, здесь не получается.
То есть применение классического метода разделения переменных ре-
зультата не дает.
Будем полагать, что задача касается распространения волны по

определенной прямолинейной траектории. Положим, что такой траек-
торией является ось Oy и будем искать решение в виде:

U = X(x)eϑy, (2.238)

где ϑ — волновое число волны, распространяющейся вдоль Oy.
Подставляя (2.238) в (2.235) и сокращая на eϑy, получаем уравне-

ние для X:
X ′′ + γϑX ′ + αϑ2X = 0. (2.239)

Ищем решение этого уравнения в виде:

X = eλx, (2.240)

откуда получаем уравнение для λ:

λ2 + γϑλ+ αϑ2 = 0. (2.241)

Решение этого уравнения имеет вид:

λ1,2 = ϑ

(
−γ

2
±
√
γ2

4
− α

)
, (2.242)

откуда в соответствии с (2.238) получаем решение для U в виде:

U = e
ϑ

(
−γ
2±
√

γ2

4 −α

)
x

eϑy, (2.243)
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или:

U = e−
γϑ
2 ·xe

±ϑ

(√
γ2

4 −α

)
x

eϑy. (2.244)

Из этого выражения видно, что в зависимости от соотношения вели-
чин α и γ, а также от действительного или мнимого значения парамет-
ра ϑ, вид решения по координате x может иметь характер спадающей
или возрастающей экспоненты, в том числе промодулированной по той
же координате периодической синусоидой.
Полное решение, с учетом двух возможных знаков показателя экс-

поненты для y, имеет вид:

U = e−
γϑ
2 x

⎡
⎣Aeϑ

(√
γ2

4 −α

)
x

+Be
−ϑ

(√
γ2

4 −α

)
x

⎤
⎦ eϑy +

+ e−
γϑ
2 ·x

⎡
⎣Ceϑ

(√
γ2

4 −α

)
x

+De
−ϑ

(√
γ2

4 −α

)
x

⎤
⎦ e−ϑy, (2.245)

где A, B, C, D — произвольные постоянные, требующие определения
из граничных или начальных условий.
Предположение о распространении волны вдоль оси Ox приводит

к такому же виду решения с заменой x на y и y на x.

2.8.2. Классическое решение уравнения со смешанной
производной

В предыдущем разделе изложен способ нахождения решения урав-
нения второго порядка, содержащего смешанную производную. Такой
способ не является универсальным в том отношении, что содержит
заведомо принятое предположение о том, что уравнение (2.235) имеет
решение в виде волны, распространяющейся вдоль одной из осей коор-
динат, в данном случае вдоль Oy или Ox. Рассмотрим теперь наиболее
универсальный классический способ решения уравнения со смешанны-
ми производными, в основном следуя идеологии [207].
Итак, пусть исходное уравнение имеет вид:

∂2U

∂x2
+ α

∂2U

∂y2
+ γ

∂2U

∂x∂y
= 0. (2.246)

Введем новые переменные:

ξ = ξ(x, y); (2.247)

η = η(x, y). (2.248)
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Находим производные:
∂U

∂x
= ∂U

∂ξ
· ∂ξ
∂x

+ ∂U

∂η
· ∂η
∂x
; (2.249)

∂2U

∂x2
= ∂2U

∂ξ2

(
∂ξ

∂x

)2
+ 2 ∂

2U

∂ξ∂η
· ∂ξ
∂x

· ∂η
∂x

+ ∂2U

∂η2

(
∂η

∂x

)2
+

+ ∂U

∂ξ
· ∂

2ξ

∂x2
+ ∂U

∂η
· ∂
2η

∂x2
; (2.250)

∂U

∂y
= ∂U

∂ξ
· ∂ξ
∂y

+ ∂U

∂η
· ∂η
∂y
; (2.251)

∂2U

∂y2
= ∂2U

∂ξ2

(
∂ξ

∂y

)2
+ 2 ∂

2U

∂ξ∂η
· ∂ξ
∂y

· ∂η
∂y

+ ∂2U

∂η2

(
∂η

∂y

)2
+

+ ∂U

∂ξ
· ∂

2ξ

∂y2
+ ∂U

∂η
· ∂
2η

∂y2
; (2.252)

∂2U

∂x∂y
= ∂2U

∂ξ2
· ∂ξ
∂x

· ∂ξ
∂y

+ ∂2U

∂ξ∂η

(
∂ξ

∂y
· ∂η
∂x

+ ∂ξ

∂x
· ∂η
∂y

)
+

+ ∂2U

∂η2
· ∂η
∂x

· ∂η
∂y

+ ∂U

∂ξ
· ∂2ξ

∂x∂y
+ ∂U

∂η
· ∂2η

∂x∂y
. (2.253)

Подставляя в исходное уравнение, получаем:

∂2U

∂ξ2
·
{(

∂ξ

∂x

)2
+ α
(
∂ξ

∂y

)2
+ γ

∂ξ

∂x
· ∂ξ
∂y

}
+

+ 2 ∂
2U

∂ξ∂η

{
∂ξ

∂x
· ∂η
∂x

+ α
∂ξ

∂y
· ∂η
∂y

+ γ
(
∂ξ

∂y
· ∂η
∂x

+ ∂ξ

∂x
· ∂η
∂y

)}
+

+ ∂2U

∂η2

{(
∂η

∂x

)2
+ α
(
∂η

∂y

)2
+ γ

∂η

∂x
· ∂η
∂y

}
+

+ ∂U

∂ξ

(
∂2ξ

∂x2
+ α

∂2ξ

∂y2
+ γ

∂2ξ

∂x∂y

)
+

+ ∂U

∂η

(
∂2η

∂x2
+ α

∂2η

∂y2
+ γ

∂2η

∂x∂y

)
= 0. (2.254)

Введем вспомогательные обозначения:

Vξ =
(
∂ξ

∂x

)2
+ α
(
∂ξ

∂y

)2
+ γ

∂ξ

∂x
· ∂ξ
∂y
; (2.255)

Wξη = ∂ξ

∂x
· ∂η
∂x

+ α
∂ξ

∂y
· ∂η
∂y

+ γ
(
∂ξ

∂y
· ∂η
∂x

+ ∂ξ

∂x
· ∂η
∂y

)
; (2.256)

Vη =
(
∂η

∂x

)2
+ α
(
∂η

∂y

)2
+ γ

∂η

∂x
· ∂η
∂y
; (2.257)

Φξ = ∂2ξ

∂x2
+ α

∂2ξ

∂y2
+ γ

∂2ξ

∂x∂y
; (2.258)

Φη = ∂2η

∂x2
+ α

∂2η

∂y2
+ γ

∂2η

∂x∂y
. (2.259)
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С этими обозначениями исходное уравнение принимает вид:

Vξ
∂2U

∂ξ2
+Wξη

∂2U

∂ξ∂η
+ Vη

∂2U

∂η2
+ Φξ

∂U

∂ξ
+ Φη

∂U

∂η
= 0. (2.260)

Можно видеть, что структура выражений Vξ и Vη одинакова с точно-
стью до замены ξ на η. Рассмотрим вспомогательную функцию z(x, y),
являющуюся решением уравнения:(

∂z

∂x

)2
+ α
(
∂z

∂y

)2
+ γ

∂z

∂x
· ∂z
∂y

= 0. (2.261)

Поскольку это уравнение второго порядка, то согласно общей теории
дифференциальных уравнений, оно должно иметь два независимых
друг от друга решения. Тогда, положив ξ равным одному из этих
решений, а η — другому, можно одновременно обратить в нуль оба
выражения Vξ и Vη, что приведет к заметному упрощению уравне-
ния (2.260).
Итак, рассмотрим решение уравнения (2.261). Прежде всего разде-

лим все слагаемые на (∂z/∂y)2. В результате получаем:⎛
⎝ ∂z

∂x
∂z

∂y

⎞
⎠
2

+ γ

⎛
⎝ ∂z

∂x
∂z

∂y

⎞
⎠+ α = 0. (2.262)

Это — квадратное уравнение относительно выражения в скобках. Ре-
шая его, получаем:

∂z

∂x
∂z

∂y

= −γ

2
±
√
γ2

4
− α . (2.263)

Введем вспомогательное обозначение:

w1,2 = −γ

2
±
√
γ2

4
− α . (2.264)

С этим обозначением получаем уравнение для z вида:

∂z

∂x
− w1,2

∂z

∂y
= 0. (2.265)

Согласно общей теории дифференциальных уравнений с частными
производными первого порядка [208, стр. 243] или [209, стр. 312],
это уравнение является частным видом классического уравнения:

P (x, y, z) ∂z
∂x

+Q(x, y, z)∂z
∂y

= R(x, y, z), (2.266)

которое эквивалентно системе уравнений [208, стр. 246] или [209,
стр. 300–301]:

dx

P (x, y, z)
= dy

Q(x, y, z)
= dz

R(x, y, z)
. (2.267)
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Учитывая, что в уравнении (2.266): P (x, y, z) = 1, Q(x, y, z) = −w1,2,
а также R(x, y, z) = 0, получаем эквивалентную систему в виде:

dx

1
= − dy

w1, 2
= dz

0
. (2.268)

Заметим, что деление на нуль в третьем члене здесь не должно вызы-
вать неопределенности, так как умножение на нуль этого члена, в соче-
тании с таким же умножением любого другого, эту неопределенность
снимает.
Из равенства первых двух составляющих системы (2.268) получаем:

w1, 2 dx+ dy = 0. (2.269)

Интегрируя это уравнение, находим:

w1,2x+ y = C1, (2.270)

где C1 — произвольная в рамках уравнения (2.269) постоянная.
Аналогично из равенства первого и третьего составляющих систе-

мы (2.268), получаем:
dz = 0, (2.271)

откуда находим:
z = C2, (2.272)

где C2 — также в рамках уравнения (2.271) — произвольная постоян-
ная.
Поскольку x, y и z связаны функциональной зависимостью ви-

да (2.265) или (2.266), то и постоянные C1 и C2 тоже должны быть
как-то связаны. Следующая задача состоит в том, чтобы с помо-
щью уравнения (2.271) исключить C1 и C2 из совокупности выраже-
ний (2.270) и (2.272).
Зададим одну из переменных равной произвольной постоянной ве-

личине, например пусть будет x = x0. Это позволяет из (2.270) выра-
зить y через C1 в виде:

y = C1 − w1,2x0. (2.273)

Предположим далее, что при постоянной величине переменной x функ-
ция z(x, y) зависит только от y, то есть:

z(x0, y) = f(y), (2.274)

где функцию f(y) также зададим произвольно.
Подставляя это выражение в (2.272), а также учитывая (2.273),

получаем:
f
(
C1 − w1,2x0

)
= C2. (2.275)

Это соотношение дает функциональную связь между C1 и C2, ис-
пользование которой позволяет исключить C1 и C2 из совокупности
полученных интегралов (2.270) и (2.272).
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Таким образом, вместо задания двух произвольных постоянных C1
и C2, здесь мы задаем произвольное значение одной из переменных
и произвольную функциональную зависимость решения от другой пе-
ременной, то есть на место первоначальных двух фактов произвольно-
сти ставятся два других факта опять-таки произвольности. Корректное
обоснование подобной замены можно найти в цитированных выше
источниках.
В рассматриваемой здесь задаче удобно выбрать x = 0 и z = y.

Подставляя эти значения в (2.270) и (2.272), получаем:

w1,20+ y = C1, а также y = C2, (2.276)

откуда можно видеть, что при произвольном y выполняется равенство:

C1 = C2. (2.277)

Это соотношение задает семейство решений полной задачи, частным
случаем которой является выбор x = 0 и z = y. Полное решение
получаем, приравнивая (2.270) и (2.272) в соответствии с (2.277):

z = w1, 2x+ y. (2.278)

Непосредственной подстановкой можно убедиться, что полученное вы-
ражение является решением исходного уравнения (2.265).
Очевидно, в силу произвольности выбора, полученное решение не

является единственным. Здесь действует то же правило, что и в опе-
рации интегрирования, когда неопределенный интеграл определяется
с точностью до произвольной постоянной. Соответственно решение
дифференциального уравнения первого порядка в обыкновенных про-
изводных содержит одну произвольную постоянную, второго — две
и так далее. Значения этих постоянных могут быть определены из
начальных или граничных условий. В дифференциальных уравнениях
в частных производных место произвольных постоянных занимают
произвольные функции, которые также определяются начальными или
граничными условиями. Более подробно с этим вопросом также можно
ознакомиться в соответствующих руководствах, например [207–209].
Применительно к рассматриваемой здесь задаче, можно например

положить: x = 0, z = y2, что дает C2 = C21 , откуда получаем:

z =
(
w1,2x+ y

)2
, (2.279)

или x = 2, z = 2y, что дает C2 = 2C1 − 4w1,2, откуда получаем:
z = 2w1,2x+ 2y − 4w1,2 (2.280)

и так далее. Можно видеть, что (2.279) и (2.280) также являются
решениями уравнения (2.265), что получается и при любом другом
подобном выборе.
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Итак, возвращаясь к уравнению (2.261), два решения которого
получены в виде (2.278), можно положить:

ξ = w1x+ y; (2.281)
η = w2x+ y, (2.282)

где w1 и w2 — постоянные параметры, определяемые выражени-
ем (2.264).
Поскольку ξ и η являются решениями уравнения (2.261), являюще-

го собой правую часть выражений (2.255) и (2.257), следует, что Vξ = 0
и Vη = 0. Подставляя (2.281) и (2.282) в (2.258) и (2.259), убеждаемся
также, что Φξ = 0 и Φη = 0.
Аналогично, подставляя (2.281) и (2.282) в (2.256), получаем:

Wξη = w1w2 + α+ γ(w1 + w2). (2.283)

Подставляя w1 и w2 в соответствии с (2.264), находим:

Wξη = 2α− γ2. (2.284)

С учетом полученных выражений, уравнение (2.260) принимает вид:

(2α− γ2) ∂
2U

∂ξ∂η
= 0, (2.285)

откуда, учитывая в общем случае отличие первого сомножителя от ну-
ля, получаем:

∂2U

∂ξ∂η
= 0. (2.286)

Это — классическое волновое уравнение в его первой канонической
форме [207, стр. 15, стр. 51]. Его решение имеет вид [207, стр. 51]:

U(ξ, η) = f1(ξ) + f2(η), (2.287)

где каждая из функций f1 и f2 зависит только от своей переменной ξ
или η. Это решение удобно для описания волн, распространяющихся
вдоль оси, неограниченно продолжающейся в обе стороны. В этом слу-
чае две функции f1 и f2 определяются двумя начальными условиями
в какой-то одной точке оси.
Для рассматриваемых далее задач удобно привести это уравнение

к виду, содержащему вторые производные по каждой из переменных.
Для этого, подобно [207, стр. 16], выполним еще одну замену пере-
менных:

ξ = r + v; (2.288)

η = r − v, (2.289)
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так что:

r = ξ + η

2
; (2.290)

v = ξ − η

2
. (2.291)

Находим производные:

∂U

∂ξ
= ∂U

∂r
· ∂r
∂ξ

+ ∂U

∂v
· ∂v
∂ξ

= 1
2

(
∂U

∂r
+ ∂U

∂v

)
; (2.292)

∂U

∂η
= ∂U

∂r
· ∂r
∂η

+ ∂U

∂v
· ∂v
∂η

= 1
2

(
∂U

∂r
− ∂U

∂v

)
; (2.293)

∂2U

∂ξ∂η
= ∂

∂ξ

(
∂U

∂η

)
= 1
2

(
∂2U

∂r2
− ∂2U

∂v2

)
, (2.294)

Подставляя (2.294) в (2.286), получаем:

∂2U

∂r2
− ∂2U

∂v2
= 0. (2.295)

Это — классическое волновое уравнение в его второй канонической
форме [207, стр. 15–16, стр. 83].
Такая форма удобна для описания волн, распространяющихся

в ограниченном с обеих сторон отрезке оси. При этом на концах отрез-
ка задаются граничные условия, а во времени получается совокупность
стоячих волн, частоты которых имеют дискретный характер.
Решим это уравнение методом разделения переменных, полагая:

U = R(r) · V (v). (2.296)

Подставляя (2.296) в исходное уравнение (2.295) и следуя действи-
ям, выполняемым при решении подобных уравнений в классике [207,
стр. 82–88], получаем решение настоящего уравнения в виде, с точ-
ностью до обозначений совпадающим с приведенным в [4, стр. 65–67,
форм. (4.21)]:

U = A · Ce(μr+νv) +A ·De(μr−νv) +
+B · Ce(−μr+νv) +B ·De(−μr−νv), (2.297)

где μ и ν — постоянные разделения. Благодаря симметрии уравне-
ния (2.295), эти постоянные получаются равными друг другу: μ = ν,
так что решение (2.297) принимает вид:

U = A · Ce(μr+μv) +A ·De(μr−μv) +

+B · Ce(−μr+μv) +B ·De(−μr−μv), (2.298)
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Здесь r и v определяются формулами (2.290) и (2.291), откуда с уче-
том (2.281), (2.282) и (2.264), получаем:

r = 1
2
(−λx+ 2y); (2.299)

v =

(√
γ2

4
− α

)
x. (2.300)

Непосредственной проверкой можно убедиться, что решение (2.298)
совпадает с полученным ранее (2.245). Рассмотрим например показа-
тель первой экспоненты в (2.298):

μr + μv =

(
−μγ

2
+ μ

√
γ2

4
− α

)
x+ μy. (2.301)

Можно видеть, что этот показатель, с точностью до замены обозна-
чения постоянной разделения μ на ϑ, совпадает с таковым в первом
слагаемом выражения (2.245). Остальные слагаемые могут быть про-
верены аналогичным образом.
Таким образом, полученное ранее решение (2.245), основанное на

предварительном предположении о распространении волны вдоль од-
ной из координатных осей, полностью согласуется с решением (2.298),
полученным классическим методом. В обоих случаях приходится ре-
шать одинаковые по структуре квадратные уравнения (2.241) и (2.262),
корни которых (2.242) и (2.263) отличаются друг от друга лишь на
множитель, представляющий собой постоянную разделения.

Замечание. Следует отметить, что решение, основанное на предпо-
ложении о распространении волны вдоль координатной оси, приводит
к конечному результату значительно скорее и проще, чем классическое.
В самом деле, классическое решение требует вычисления промежуточ-
ных производных, нескольких замен переменных и сведения получа-
емого уравнения второго порядка к системе двух уравнений первого
порядка, то есть в совокупности является довольно громоздким. Уко-
роченное же решение, кроме простоты вычислений, позволяет более
наглядно проследить физическое содержание задачи, что также дает
ему несомненное преимущество.

2.9. Методы решения уравнений высоких степеней

При расчете дисперсионных свойств волн, распространяющихся
в магнитной среде, часто возникает потребность решения алгебраи-
ческих уравнений третьей и четвертой степени. Кратко перечислим
такие случаи, имеющие место в рамках настоящей монографии. Так,
вычисление поперечного волнового числа при рассмотрении дисперсии
магнитостатических волн с учетом размагничивания и обмена приводит
к уравнению четвертой (точнее — восьмой с четными показателями)
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степени. Вычисление ограничения волнового числа за счет диссипации
требует решения подобного уравнения. Решение волнового уравнения
с третьей производной для жесткой струны приводит к уравнению
третьей степени. Решение уравнения прецессии для спиновой цепочки
приводит к уравнению с четвертой производной, сводящегося к ал-
гебраическому уравнению четвертой степени, к счастью, содержащему
только четные степени, что, по-видимому, не будет иметь место при
учете диссипации.
В большинстве случаев уравнения высоких степеней решаются

численно, как правило, методом поиска нуля. Однако аналитическое
решение, например реализованное в главе 8 для уравнения (8.116)
в виде (8.143)–(8.145), позволяет получить окончательное решение
полной задачи (8.174)–(8.176) в весьма удобном аналитическом виде.
Таким образом, потребность умения решать уравнения высоких

степеней в рамках задач, рассматриваемых в настоящей монографии,
является несомненной. С другой стороны, подробное освещение мето-
дов решения таких уравнений в известной авторам литературе встреча-
ется крайне редко. Чтобы ликвидировать подобный пробел, в третьей
монографии настоящей серии [3] авторы ввели раздел 2.4, посвящен-
ный аналитическим методам решения уравнений третьей и четвертой
степеней. Учитывая потребность решения таких уравнений в настоя-
щей монографии, авторы также сочли возможным привести краткое
описание этих методов, в основном следуя [3, раздел 2.4, стр. 61–76].
Как и в [3], авторы ограничивают рассмотрение лишь двумя методами:
для уравнений третьей степени — методом Кардано, для уравнений
четвертой — методом Феррари. Более подробную информацию чита-
тель может почерпнуть в учебной монографии [210, стр. 195–205].

2.9.1. Уравнения третьей степени

Рассмотрим полное уравнение третьей степени вида:

a0 · x3 + a1 · x2 + a2 · x+ a3 = 0. (2.302)

Согласно общепринятой практике [1, 210, 211], будем считать, что все
коэффициенты a0, a1, a2 и a3 являются действительными (способ
решения уравнения (2.302) при комплексных коэффициентах авторам
настоящей монографии не известен).
В записанном в виде (2.302) уравнении присутствуют все степени

неизвестного x. Покажем, что в любом случае (при a0 �= 0) из этого
уравнения можно исключить вторую степень. Для этого заменим пере-
менную, для чего представим x в виде:

x = y + ε, (2.303)

где y — новая переменная, а ε — постоянная величина, требующая
определения.
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В этом случае получаем:

x2 = y2 + 2εy + ε2; (2.304)

x3 = y3 + 3y2ε+ 3yε2 + ε3. (2.305)

Подставляя (2.303)–(2.305) в (2.302) и разделяя на a0, получаем:

y3+ 3a0ε+a1
a0

· y2+ 3a0ε+2a0ε+a2
a0

· y+ a0ε+a1ε
2+a2ε+a3
a0

= 0. (2.306)

Потребуем выполнения равенства:

3a0ε+ a1
a0

= 0, (2.307)

откуда получаем:
ε = − a1

3a0
. (2.308)

То есть (2.303) принимает вид:

x = y − a1
3a0

. (2.309)

Подстановка (2.309) в (2.302), после приведения подобных членов,
позволяет привести уравнение (2.302) к виду:

y3 + a · y + b = 0, (2.310)

где введены обозначения:

a = a2
a0

− a21

3a20
; (2.311)

b = 2a31
27a30

− a1a2

3a20
+ a3
a0
. (2.312)

Заметим, что поскольку все составляющие выражений a и b действи-
тельны, то и сами эти выражения тоже действительны.
Таким образом, полученное уравнение (2.310), будучи кубическим,

второй степени неизвестной не содержит. Далее будем заниматься
решением именно этого уравнения.

Замечание. Кроме непосредственного использования формул (2.311)
и (2.312) возможна прямая подстановка (2.309) в (2.302), что часто
является технически проще. Однако при этом, если второе слагаемое
в (2.309) является дробным, то при попытке приведения подобных
членов, в уравнении (2.302) появится общий множитель, который мо-
жет быть вынесен за скобку. Однако сокращение на этот множитель мо-
жет привести к появлению отличного от единицы коэффициента при y3

в уравнении (2.310), что недопустимо, так как приводит к искажению
величин a и b. Поэтому в случае появления такого коэффициента надо
все члены полученного уравнения разделить на него, чтобы коэффици-
ент при y3 обязательно равнялся единице.
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Представим теперь одно неизвестное y в виде суммы двух неизвест-
ных u и v, то есть положим:

y = u+ v. (2.313)

Подставляя (2.313) в (2.310) получаем:

u3 + v3 + (u+ v) · (3uv + a) + b = 0. (2.314)

Так как вместо одного неизвестного y введены два, u и v, то между
ними, в дополнение к (2.313) можно ввести какую-то связь. То есть
будет как бы система из двух уравнений, неизвестными в которой
будут u и v, а y будет выступать в качестве параметра. Выберем эти
неизвестные так, чтобы выполнялось соотношение:

3uv + a = 0, (2.315)

или
uv = −a

3
. (2.316)

При этом уравнение (2.314) принимает вид:

u3 + v3 = −b. (2.317)

В то же время, из (2.316) получаем:

u3 · v3 = − a3

27
. (2.318)

Таким образом, у нас имеется сумма величин u3 и v3 (2.317),
а также их произведение (2.318). То есть эти неизвестные можно
рассматривать как корни квадратного уравнения:

z2 + bz − a3

27
= 0, (2.319)

решение которого имеет вид:

z = − b

2
±
√
b2

4
+ a3

27
, (2.320)

так что:

u3 = − b

2
+

√
b2

4
+ a3

27
; (2.321)

v3 = − b

2
−
√
b2

4
+ a3

27
, (2.322)



2.9. Методы решения уравнений высоких степеней 79

откуда:

u =
3

√
− b

2
+

√
b2

4
+ a3

27
; (2.323)

v =
3

√
− b

2
−
√
b2

4
+ a3

27
. (2.324)

Подставляя полученные выражения в (2.314), получаем решение
уравнения (2.310) в виде известной формулы Кардано:

y =
3

√
− b

2
+

√
b2

4
+ a3

27
+
3

√
− b

2
−
√
b2

4
+ a3

27
. (2.325)

Эта формула является основной при решении уравнения третьей
степени в радикалах. В ее справедливости можно убедиться прямой
подстановкой в уравнение (2.310).
В формулу (2.325) под знаком радикала третьей степени входит

извлечение квадратного корня из выражения:

D = b2

4
+ a3

27
, (2.326)

которое называется «дискриминантом» уравнения (2.310).

Замечание. В монографии [210, стр. 197] рассматривается выра-
жение (2.326) со знаком «минус», и именно оно названо «дискрими-
нантом». Однако в [211, стр. 45–50] рассматривается то же выражение
со знаком «плюс». Тем не менее, в обоих случаях проводится, по су-
ществу, одинаковый анализ знака этого выражения. Авторы настоящей
монографии затрудняются отдать предпочтение той или иной трактов-
ке, однако далее, исходя из определенного удобства и учитывая тожде-
ственность получаемых окончательных результатов, используют в каче-
стве «дискриминанта» именно выражение (2.326).

Итак, в зависимости от знака выражения (2.326), могут иметь место
различные варианты решения, то есть может требоваться извлечение
кубического корня как из действительного, так и из комплексного
числа.
Рассмотрим возможные варианты решения, определяемые знаком

параметра дискриминанта уравнения (2.310), по отдельности.

ВАРИАНТ №1.
Пусть значения величин a и b таковы, что D > 0. При этом ре-

зультат извлечения квадратного корня будет действительным. Если при
извлечении кубических корней в формуле (2.325) ограничиться только
их действительными значениями, то получаемое решение будет также
действительным. При этом, если условия задачи требуют получения
именно действительного решения, то этим можно и ограничиться.
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Если же требуется получить также комплексные решения, то сле-
дует учесть, то кубический корень из любого числа имеет три значе-
ния — одно действительное и два комплексно сопряженных, то есть
при действительном значении кубического корня ξ = 3√α имеются еще
два комплексно сопряженных ω · ξ и ω2 · ξ, где ω и ω2 — мнимые
кубические корни из единицы (обозначения заимствованы из [210,
стр. 196]):

ω = −1+ i ·
√
3

2
; (2.327)

ω2 = −1− i ·
√
3

2
. (2.328)

Формулы (2.327) и (2.328) получаются в предположении, что урав-
нение

x3 − 1 = 0 (2.329)

имеет один действительный корень x = 1, так что после деле-
ния (2.329) на (x− 1) получаем квадратное уравнение:

x2 + x+ 1 = 0, (2.330)

решением которого являются формулы (2.327) и (2.328). Путем непо-
средственной проверки можно убедиться, что ω3 = 1 и

(
ω2
)3 = 1,

то есть уравнение (2.329) удовлетворяется.
Таким образом, при условии допущении мнимости, каждое из сла-

гаемых формулы (2.325) имеет три значения, возможные комбинации
из которых дают девять решений. Однако при выборе надлежащих
решений надо учитывать условие (2.316), которое допускает лишь три
возможных комбинации значений u и v, то есть кубических корней
в формуле (2.325). В этом можно убедиться непосредственной под-
становкой девяти возможных комбинаций в условие (2.316). Таким
образом, для y остаются только три возможности:

y1 = u+ v; (2.331)

y2 = ω · u+ ω2 · v; (2.332)

y3 = ω2 · u+ ω · v. (2.333)

Путем непосредственной проверки можно убедиться, что все три
выражения (2.331)–(2.333) являются корнями уравнения (2.310).
Соответственно получаются три решения исходного уравнения

(2.302):

x1 = − a1
3a0

+ u+ v; (2.334)

x2 = − a1
3a0

+ ωu+ ω2v; (2.335)

x3 = − a1
3a0

+ ω2u+ ωv. (2.336)
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Подставляя в эти выражения формулы (2.323) и (2.324), с уче-
том (2.311) и (2.312), можно получить решение, записанное через
параметры исходного уравнения (2.302). Здесь авторы настоящей моно-
графии не приводят эти выражения ввиду их некоторой громоздкости
в сочетании с очевидной тривиальностью.

ВАРИАНТ №2.
Пусть теперь значения величин a и b таковы, что D = 0. При этом

результат извлечения квадратного корня будет равен нулю, так что
из формулы (2.325) получаем:

y = 2 · 3
√
− b

2
. (2.337)

Учтем далее, что при D = 0 имеет место равенство:
b2

4
= − a3

27
, (2.338)

из которого получаем: (
− b

2

)2
= − a3

27
. (2.339)

Произведем далее следующую цепочку последовательных преобразова-
ний, выполняемых с учетом (2.339):

3

√
− b

2
= 3

√√√√√√
(
− b

2

)3
(
− b

2

)2 = − b

2
· 1

3

√(
− b

2

)2 =

= − b

2
· 1

3

√
−a3

27

= b

2
· 1a
3

= 3b
2a
. (2.340)

Подставляя полученное выражение в (2.337), получаем:

y1 = 3b
a
. (2.341)

Два других корня получаем с учетом комплексных корней из единицы,
аналогично (2.332) и (2.333):

y2 = 3b
a

· (ω + ω2) = −3b
a
; (2.342)

y3 = 3b
a

· (ω2 + ω) = −3b
a
. (2.343)

При этом в соответствии с (2.309) получаем:

x1 = − a1
3a0

+ 3b
a
; (2.344)

x2 = − a1
3a0

− 3b
a
; (2.345)

x3 = − a1
3a0

− 3b
a
. (2.346)
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Подстановка (2.323) и (2.324) с учетом (2.311) и (2.312) также позво-
ляет получить решение, записанное через параметры исходного урав-
нения (2.302).
ВАРИАНТ №3.
Пусть теперь значения величин a и b таковы, что D < 0. При этом

результат извлечения квадратного корня будет мнимым, то есть:√
b2

4
+ a3

27
= i

√
− b2

4
− a3

27
. (2.347)

В этом случае применение формулы (2.325) требует вычисления
кубического корня из комплексного числа, что, как показано в [257,
стр. 199], эквивалентно решению кубического уравнения такого же
вида, как (2.310). То есть получается как бы «порочный круг», выход
из которого прямое применение алгебраической формулы (2.325) не да-
ет [210, стр. 198].
Однако в этом случае можно воспользоваться удобным приемом

(во времена Кардано еще не существовавшим), позволяющим заменить
возведение в степень комплексного числа в тригонометрической форме
умножением его аргумента на число, являющееся показателем степени.
Итак, запись комплексного числа z в тригонометрической форме

(формула Эйлера) имеет вид [211, стр. 32]:

z = x+ iy = r · (cosϕ+ i sinϕ). (2.348)

где:

r =
√
x2 + y2 ; (2.349)

ϕ = arctg
(
y

x

)
. (2.350)

Возведение в степень такого числа дается формулой Муавра [211,
стр. 33]:

zn = (x+ iy)n = rn · [ cos(nϕ) + i sin(nϕ)
]
, (2.351)

где n — целое число.
Теперь вернемся к решению уравнения (2.310) в виде (2.325).

При этом из (2.323) и (2.324) в соответствии с (2.347) получаем:

u =
3

√
− b

2
+ i

√
− b2

4
− a3

27
; (2.352)

v =
3

√
− b

2
− i

√
− b2

4
− a3

27
. (2.353)

Введем обозначения:

α = − b

2
; (2.354)

β =

√
− b2

4
− a3

27
. (2.355)
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С этими обозначениями (2.352) и (2.353) принимают вид:

u = 3
√
α+ iβ ; (2.356)

v = 3
√
α− iβ . (2.357)

В силу равенства действительных частей этих выражений, а также
с учетом соотношения (2.316), правая часть которого является дей-
ствительной, следует, что u и v являются комплексно сопряженными.
Возводя (2.356) в куб и представляя получающееся комплексное

число в соответствии с формулой Эйлера (2.348), получаем:

u3 = α+ iβ = r · (cos γ + i sin γ), (2.358)

где:

r =
√
α2 + β2 ; (2.359)

γ = arctg
(
β

α

)
, (2.360)

где величины r и γ являются известными, так как заведомо могут быть
определены, исходя из соотношений (2.354) и (2.355).
Положим также:

u = ρ · (cosϕ+ i sinϕ), (2.361)

где ρ и ϕ — неизвестные величины, подлежащие определению.
Возводя (2.359) в куб в соответствии с формулой Муавра (2.351),

получаем:
u3 = ρ3 · (cos 3ϕ+ i sin 3ϕ). (2.362)

Полагая модули равных комплексных чисел (2.358) и (2.362) между
собой также равными, получаем:

ρ3 =
√
α2 + β2 . (2.363)

Подставляя α и β в соответствии с (2.354) и (2.355), получаем:

ρ3 =

√
− a3

27
. (2.364)

извлекая кубический корень из обеих частей этого выражения, полу-
чаем:

ρ =
√
−a

3
, (2.365)

то есть величина ρ, входящая в (2.361), уже определена.
Обратимся теперь к определению величины ϕ. Сравнивая действи-

тельные части (2.358) и (2.362), получаем:

α = ρ3 · cos 3ϕ, (2.366)

откуда получаем:
cos 3ϕ = α

ρ3
. (2.367)
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Подставляя в эту формулу (2.354) и (2.364), получаем:

cos 3ϕ =
− b

2√
−a3

27

, (2.368)

то есть:

ϕ = 1
3

arccos

⎛
⎜⎜⎝ − b

2√
−a3

27

⎞
⎟⎟⎠. (2.369)

Теперь оба параметра ρ и ϕ, входящие в формулу (2.361), опреде-
лены, так что можно ее записать в виде:

u =
√
−a

3
· (cosϕ+ i sinϕ), (2.370)

где величина ϕ, определяемая формулой (2.369) здесь не раскрыта,
чтобы не создавать излишней громоздкости.
Учитывая отмеченную при рассмотрении формул (2.356) и (2.357)

комплексную сопряженность u и v, можно записать величину v в виде:

v =
√
−a

3
· (cosϕ− i sinϕ). (2.371)

Таким образом, с учетом (2.331), то есть, складывая (2.370)
и (2.371), можно получить первое решение уравнения (2.310) в виде:

y1 = 2
√
−a

3
cosϕ, (2.372)

где ϕ определяется формулой (2.369).
Записывая два других решения в виде (2.333) и (2.334), с помо-

щью (2.327) и (2.328), получаем:

y2 = 2
√

−a

3
cos
(
ϕ+ π

3

)
; (2.373)

y3 = 2
√

−a

3
cos
(
ϕ− π

3

)
, (2.374)

где ϕ по-прежнему определяется формулой (2.369).
При этом в соответствии с (2.309) получаем:

x1 = − a1
3a0

+ 2
√
−a

3
cosϕ; (2.375)

x2 = − a1
3a0

+ 2
√
−a

3
cos
(
ϕ+ π

3

)
; (2.376)

x3 = − a1
3a0

+ 2
√
−a

3
cos
(
ϕ− π

3

)
. (2.377)

Подстановка в эти выражения, а также во входящее в них выраже-
ние (2.369), формул (2.323) и (2.324) с учетом (2.311) и (2.312), также
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позволяет получить решение, записанное через параметры исходного
уравнения (2.302).
Заметим, что этот путь решения уравнения (2.310) в случае от-

рицательности его дискриминанта (2.326) обычно называют «тригоно-
метрическим решением» [257, 258]. Однако из (2.352)–(2.355) можно
видеть, что оно самостоятельным не является, а опирается на ту
же основную формулу Кардано (2.325), «доработанную» с помощью
не существовавших еще во времена Кардано формул Эйлера (2.348)
и Муавра (2.351).

2.9.2. Уравнения четвертой степени
Обратимся теперь к аналитическому решению уравнения четвер-

той степени. Способов решения таких уравнений существует несколь-
ко [210, 211]. Исторически первым и идеологически наиболее близ-
ким к решению Кардано уравнения третьей степени, для уравнения
четвертой степени, по-видимому, является способ Феррари (ученика
Кардано), к рассмотрению которого и перейдем далее.
Рассмотрим полное уравнение четвертой степени вида:

a0 · x4 + a1 · x3 + a2 · x2 + a3 · x+ a4 = 0. (2.378)

Аналогично уравнениям третьей степени, будем считать, что все ко-
эффициенты a0, a1, a2, a3 и a4 являются действительными (способ
решения уравнения (2.378) при комплексных коэффициентах авторам
настоящей монографии не известен).
В записанном так уравнении присутствуют все степени неизвестно-

го x. Покажем, что в любом случае (при a0 �= 0) из этого уравнения
можно исключить третью степень.
Для этого заменим переменную, для чего представим x в виде:

x = y + ε, (2.379)

где y — новая переменная, а ε — постоянная величина, требующая
определения.
В этом случае получаем:

x2 = y2 + 2εy + ε2; (2.380)

x3 = y3 + 3y2ε+ 3yε2 + ε3; (2.381)

x4 = y4 + 4y3ε+ 6y2ε2 + 4yε3 + ε4. (2.382)

Подставляя (2.379)–(2.382) в (2.378) и разделяя на a0, получаем:

y4 + 4a0ε+ a1
a0

y3 + 6a0ε
2 + 3a1ε+ a2

a0
y2 +

+ 4a0ε
3 + 3a1ε

2 + 2a2ε+ a3
a0

y +

+ a0ε
4 + a1ε

3 + a2ε
2 + a3ε+ a4

a0
= 0. (2.383)
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Потребуем выполнения равенства:

4a0ε+ a1
a0

= 0, (2.384)

откуда получаем:
ε = − a1

4a0
. (2.385)

То есть (2.379) принимает вид:

x = y − a1
4a0

. (2.386)

Подстановка (2.386) в (2.378), после приведения подобных членов,
позволяет привести уравнение (2.378) к виду:

y4 + a · y2 + b · y + c = 0, (2.387)

где введены обозначения:

a = a2
a0

− 3a
2
1

8a20
; (2.388)

b = a3
a0

− a1a2

2a20
+ a31

8a30
; (2.389)

c = a4
a0

− a1a3

4a20
+ a21a2

16a30
− 3a41
256a40

. (2.390)

Заметим, что поскольку все составляющие выражений a, b и c действи-
тельны, то и сами эти выражения тоже действительны.
Таким образом, полученное уравнение (2.387), будучи уравнением

четвертой степени, третьей степени неизвестной не содержит.
Далее будем заниматься решением именно этого уравнения.
Основная идея метода Феррари состоит в том, чтобы представить

уравнение четвертой степени (2.387) в виде разности квадратов двух
многочленов второй и первой степени относительно y, после чего
разложить разность квадратов на сумму и разность таких многочленов,
в результате чего уравнение (2.387) распадется на два квадратных
уравнения относительно y, которые могут быть решены обычными
средствами.
Выделим из уравнения (2.387) первый полный квадрат, для чего

представим его в виде:

(y2 + δ + r)2 + g = 0, (2.391)

где величина δ полагается постоянной, а r будем считать вспомога-
тельной переменной, которую требуется определить далее. Величину g
пока считаем также вспомогательной, причем полагаем, что она во-
брала в себя все, что остается от уравнения (2.387) после записи его
в виде (2.308).
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В выражении (2.391) раскроем скобки и запишем его по степеням y,
а то, что остается — по степеням r:

y4 + 2δy2 + 2y2r + r2 + 2δr + δ2 + g = 0. (2.392)

Сравнивая первые два слагаемых этого уравнения с первыми двумя
слагаемыми уравнения (2.387), получаем, что они являются тожде-
ственными при условии:

δ = a

2
. (2.393)

Подставляя (2.393) в (2.392), выделим первые два слагаемых (2.392)
в левую часть, а остальное — в правую:

y4 + ay2 = −2y2r − r2 − ar − a2

4
− g. (2.394)

Выполним подобное же разделение в уравнении (2.387):

y4 + ay2 = −by − c. (2.395)

В этих выражениях левые части равны, то есть равны и правые.
Приравнивая правые части, получаем:

2y2r + r2 + ar + a2

4
+ g = b · y + c. (2.396)

Выразим из этого равенства величину g:

g = by + c− 2y2r − r2 − ar − a2

4
. (2.397)

Подставляя это выражение в (2.391), а также учитывая (2.393), приво-
дим уравнение (2.391) к виду:(

y2 + a

2
+ r
)2

+ by + c− 2y2r − r2 − ar − a2

4
= 0. (2.398)

Это уравнение уже содержит один квадрат относительно y2, то есть
для формирования разности квадратов надо всю остающуюся часть
этого уравнения с обратным знаком представить в виде квадрата также
относительно y уже в первой степени. Для этого надо так определить
вспомогательную неизвестную r, чтобы из этой части получился имен-
но полный квадрат относительно y.
Положим, что требуемый второй квадрат, в соответствии с (2.391)

равный g, можно представить в виде:

g = −α2(y + β)2, (2.399)

где α и β — неизвестные пока параметры, которые определим из
условия возможности записи g в виде (2.399).
Раскрывая в этом выражении скобки, получаем:

g = −α2y2 − 2α2yβ − α2β2. (2.400)
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Расположим содержащие y слагаемые (2.397) по степеням y, а те
слагаемые, которые y не содержат — по степеням r:

g = −2y2r + by − r2 − ar − a2

4
+ c. (2.401)

В выражениях (2.400) и (2.401) от y2 зависят только первые слага-
емые. Другой зависимости от y2 ни в том, ни в другом выражении нет,
поэтому можно положить, что в обоих выражениях эти зависимости
являются тождественными, откуда получаем условие:

α2 = 2r, (2.402)

то есть
α =

√
2r . (2.403)

При этом (2.399) принимает вид:

g = −2ry2 − 4ryβ − 2rβ2. (2.404)

Перенося в (2.401) и (2.404) первое слагаемое в левую часть, получаем:

g + 2y2r = by − r2 − ar − a2

4
+ c; (2.405)

g + 2ry2 = −4ryβ − 2rβ2. (2.406)

В этих выражениях левые части равны, а следовательно равны и пра-
вые. Приравнивая правые части, получаем:

by − r2 − ar − a2

4
+ c = −4ryβ − 2rβ2. (2.407)

Перенося все в левую часть, записывая по степеням β, y, r и разделяя
все на 2r, получаем:

β2 + 2βy + b

2r
· y − r

2
− a

2
− a2

8r
+ c

2r
= 0. (2.408)

Это уравнение содержит две неизвестных величины: y и r, а также
свободный пока параметр β. Поскольку неизвестных две, а уравнение
всего одно, то за счет выбора этого параметра можно исключить одну
из них, чтобы осталось всего одно уравнение с одной неизвестной.
Поскольку главной неизвестной является y, а r — вспомогательной,
то исключим именно главную неизвестную y, чтобы получить вспомо-
гательное уравнение для вспомогательной же неизвестной r. Уравне-
ние (2.408) содержит зависящие от y два слагаемых — второе и третье.
Подберем свободный пока параметр β так, чтобы эти слагаемые вза-
имно компенсировали друг друга, то есть выполнялось условие:

2βy = − b

2r
· y. (2.409)
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Из этого выражения получаем необходимое значение для свободного
параметра β, так что теперь он становится вполне определенным:

β = − b

4r
. (2.410)

Подставляя полученное так значение β в (2.408), получаем:

b2

16r2
− r

2
− a

2
− a2

8r
+ c

2r
= 0. (2.411)

В это выражение в качестве неизвестного входит только величи-
на r, то есть его можно рассматривать как уравнение для определения
этой величины. Умножая (2.411) на 16r2 и записывая по степеням r,
получаем:

8r3 + 8ar2 + 2(a2 − 4c) · r − b2 = 0. (2.412)

Это — уравнение, содержащее кроме неизвестной величины r толь-
ко коэффициенты исходного уравнения (2.387), а именно: a, b и c,
определяемые формулами (2.388)–(2.390). Разрешение этого уравне-
ния, то есть выражение r через эти коэффициенты, можно рассмат-
ривать как предварительный этап для разрешения основного уравне-
ния (2.387). Уравнение (2.412) является полным уравнением третьей
степени, так что его можно разрешить методом Кардано, описанным
в предыдущем разделе. В классике [210] это уравнение называется
«разрешающим кубическим уравнением» или «кубической резольвен-
той» для уравнения четвертой степени (2.387).
Если уравнение (2.412) разрешено, то уравнение (2.391), с уче-

том (2.399), можно представить в виде искомой разности двух квад-
ратов:

(y2 + δ + r)2 − α2(y + β)2 = 0. (2.413)

В этом уравнении δ, α и β определяются через коэффициенты a, b, c
уравнения (2.387) с помощью соотношений (2.393), (2.403) и (2.410)
соответственно. Параметр r, будучи решением уравнения (2.412), тоже
определяется через эти коэффициенты.
Итак, подставляя (2.393), (2.403), (2.410) в (2.413), приводим это

уравнение к виду:(
y2 + a

2
+ r
)2

−
[√
2r
(
y − b

4r

)]2
= 0. (2.414)

Разлагая полученную разность квадратов на произведение суммы
и разности входящих в них выражений и приравнивая каждый из
полученных сомножителей к нулю, получаем два уравнения:

y2 + a

2
+ r +

√
2r
(
y − b

4r

)
= 0; (2.415)

y2 + a

2
+ r −

√
2r
(
y − b

4r

)
= 0. (2.416)
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Располагая по степеням y получаем:

y2 +
√
2r y + a

2
+ r − b

2
√
2r

= 0; (2.417)

y2 −
√
2r y + a

2
+ r + b

2
√
2r

= 0. (2.418)

Это — два квадратных уравнения относительно y при условии, что r
уже определено из решения уравнения (2.412).
Каждое из этих уравнений имеет по два решения следующего вида:

y1,2 = −
√
2r
2

±
√
− r

2
− a

2
+ b

2
√
2r
; (2.419)

y3,4 =
√
2r
2

±
√
− r

2
− a

2
− b

2
√
2r

. (2.420)

Таким образом, уравнение (2.387) имеет четыре решения, как это
и должно быть для уравнения четвертой степени.
Из решений (2.419) и (2.420) в соответствии с формулой (2.386)

получаются четыре решения исходного уравнения (2.378), имеющие
вид:

x1,2 = −
√
2r
2

±
√
− r

2
− a

2
+ b

2
√
2r

− a1
4a0
; (2.421)

x3,4 =
√
2r
2

±
√
− r

2
− a

2
− b

2
√
2r

− a1
4a0
, (2.422)

где r является решением уравнения (2.412), а коэффициенты a и b
определяются формулами (2.388), (2.389).
Таким образом, при надлежащем выборе решения уравнения (2.412),

исходное уравнение четвертой степени (2.378) имеет четыре решения,
определяемые формулами (2.421), (2.422).

Замечание. Вообще говоря, разрешающее кубическое уравне-
ние (2.412) для r имеет не одно, а три решения, так что каждое из
них при подстановке в (2.417), (2.418) дает свою четверку решений
для y, то есть всего может быть двенадцать решений, тогда как
уравнение (2.387), будучи четвертого порядка, должно иметь всего че-
тыре решения. В известной авторам настоящей монографии литературе
подробная трактовка выбора требуемых четырех решений из получа-
ющихся двенадцати отсутствует. Так, в [210, стр. 202] утверждается,
что достаточно найти лишь один из корней уравнения (2.412), а в [211,
стр. 44] говорится, что для подстановки в (2.417), (2.418) годится про-
извольный корень уравнения (2.412). Авторы настоящей монографии не
прослеживали достоверность этих утверждений досконально, однако
при практических вычислениях рекомендуют проверять корректность
полученных решений вида (2.419), (2.420) непосредственно путем под-
становки в исходное уравнение (2.387).
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Выводы по главе 2

Данная глава посвящена описанию основного математического аппа-
рата, используемого при расчете свойств электромагнитных, в первую
очередь магнитостатических волн, распространяющихся в магнитной
среде. Главное внимание уделено получению дисперсионного соотноше-
ния на основе тензора магнитной проницаемости и соответствующих
граничных условий.
Основные вопросы, освещаемые в настоящей главе, сводятся к сле-

дующему.
1. Отмечены два основных вида волн, распространяющихся в маг-

нитной среде — электромагнитные, имеющие кроме магнитной замет-
ную электрическую составляющую, и магнитостатические, в которых
электрическая составляющая настолько мала, что ее можно считать от-
сутствующей. Распространение электромагнитных волн рассчитывает-
ся классическим способом в рамках полной электродинамики с учетом
как магнитного, так и электрического поля, а для распространения маг-
нитостатических волн достаточно приближения магнитостатики с уче-
том дипольного взаимодействия. В обоих случаях в формировании
поля распространяющейся волны отмечена ведущая роль динамической
магнитной проницаемости.
2. Относительно распространения волны рассмотрено различие

и соотношение между постоянной и переменной во времени магнит-
ной проницаемостью. Отмечено влияние диссипации на формирование
закона дисперсии волн в магнитной среде. Для случая гиротропной
среды рассмотрен общий вид тензора магнитной проницаемости, яв-
ляющегося основой для описания свойств магнитостатических и элек-
тромагнитных волн в среде, обладающей гиромагнитными свойствами.
Приведена классическая схема получения тензора магнитной прони-
цаемости путем линеаризации уравнений движения для компонент
намагниченности. Отмечены особенности, налагаемые на вид тензора
конкретными свойствами гиромагнитной среды, в первую очередь ани-
зотропией, размагничиванием и обменом.
3. Приведен вывод уравнения Уокера, являющегося аналогом урав-

нения Лапласа для магнитной среды, намагниченной постоянным по-
лем. Получено уравнение Уокера в декартовой системе координат, одна
из осей которой ориентирована вдоль направления постоянного поля.
Представлен вид уравнения Уокера, выраженного через компоненты
тензора магнитной проницаемости для гиротропной среды.
4. Выявлена роль граничных условий, определяющих дисперсион-

ные свойства волны, распространяющейся в пространственно ограни-
ченной магнитной среде. Отмечен общий характер граничных условий,
требующих сохранения на границе касательной составляющей магнит-
ного поля и нормальной компоненты магнитной индукции. Получены
граничные условия в геометрии безграничной ферритовой пластины
конечной толщины, намагниченной постоянным полем в ее плоскости.
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Рассмотрена структура таких условий, содержащих компоненты тензо-
ра магнитной проницаемости для гиротропной среды.
5. Рассмотрены последовательные действия, требуемые для полу-

чения дисперсионного соотношения для волны, распространяющейся
в касательно намагниченной пластине со свободными поверхностями
(задача Дэймона–Эшбаха). Приведена полная формулировка задачи
в трех областях — по обе стороны от пластины и внутри самой пла-
стины. Записаны уравнения Лапласа для обеих областей вне пластины
и уравнение Уокера внутри пластины, а также граничные условия на
обеих поверхностях пластины. Установлено, что полная задача содер-
жит три уравнения в частных производных второго порядка и че-
тыре граничных условия. Во всех трех областях выполнено решение
уравнений методом разделения переменных. Показано, что решение
представляет собой сумму экспонент, коэффициенты при которых яв-
ляются произвольными постоянными, причем в общем случае число
независимых постоянных равно четырем. Подстановка полученных ре-
шений в граничные условия привела к системе из четырех линейных
однородных алгебраических уравнений для четырех неизвестных по-
стоянных. Из равенства нулю детерминанта такой системы получено
дисперсионное соотношение для распространяющейся волны.
6. Для дисперсионного соотношения выполнен переход к полярной

системе координат. Отмечена важность выражения дисперсионного со-
отношения в полярных координатах для задач, в которых направление
распространения волны может меняться, в том числе при распростране-
нии волны в пластине, намагниченной неоднородным полем. Отмечена
возможность разрешения дисперсионного соотношения относительно
волнового числа.
7. Для полученного закона дисперсии рассмотрены частотные об-

ласти существования объемных и поверхностных волн. Показано, что
характер волны определяется действительным или мнимым значением
поперечного по толщине пластины волнового числа, которое, в свою
очередь, определяется величиной диагональной компоненты тензора
магнитной проницаемости. По частоте установлены три области, раз-
личающиеся характером волны. В низшей области распространение
волны невозможно, так как эта область лежит ниже частоты фер-
ромагнитного резонанса в безграничной среде. В средней области,
лежащей между частотой ферромагнитного резонанса в безграничной
среде и частотой резонанса в касательно намагниченной пластине,
распространяющиеся волны имеют объемный характер, а выше верхней
частоты этой области волны являются поверхностными.
8. Отмечены некоторые вопросы, которые предполагается рассмот-

реть в настоящей монографии, в частности роль электрического по-
ля волны, свойства волнового числа магнитостатических волн при
достаточно больших его значениях, а также влияние динамического
размагничивания волны и неоднородного обменного взаимодействия
на закон дисперсии распространяющейся волны.
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9. Рассмотрено дифференциальное уравнение второго порядка с дву-
мя переменными, содержащее смешанную производную, частным слу-
чаем которого является Уокера. Отмечено, что смешанная производная
возникает тогда, когда тензор магнитной восприимчивости относительно
главной диагонали не является антисимметричным. Приведены два спо-
соба решения: первый — в предположении распространения волны вдоль
одной из координат и второй — без такого предположения. Показано, что
в обоих случаях решение сводится к рассмотрению квадратного уравне-
ния относительно постоянной распространения (типа волнового числа)
вдоль одной из координат. При этом полное решение вдоль одной из
координат имеет характер периодической незатухающей распростра-
няющейся волны типа волны Даламбера, а вдоль второй координаты
имеет характер произведения периодической синусоиды на спадающую
или нарастающую экспоненту.
10. В качестве математического дополнения рассмотрено аналити-

ческое решение алгебраических уравнений третьей и четвертой степе-
ней, встречающихся в рамках настоящей монографии. Решение урав-
нений третьей степени рассмотрено в соответствии с методом Карда-
но. Приведена методика сведения полного уравнения третьей степени
к укороченному уравнению, в котором вторая степень отсутствует. По-
лучено решение такого уравнения в виде классической формулы Карда-
но. Приведен дискриминант укороченного уравнения и в зависимости
от его знака описаны три возможных варианта получения окончатель-
ного решения, в том числе его тригонометрический вид. На основе
решения укороченного уравнения получено решение исходного полно-
го уравнения третьей степени. Решение уравнения четвертой степени
рассмотрено в соответствии с методом Феррари. Приведена методика
сведения полного уравнения четвертой степени к укороченному урав-
нению, в котором третья степень отсутствует. Путем введения вспо-
могательной переменной показана возможность представления укоро-
ченного уравнения в виде разности квадратов двух выражений, вклю-
чающих вторую и первую степень основной переменной. Установлено,
что необходимым условием такого представления является разрешение
уравнения третьей степени для вспомогательной переменной, для чего
может быть использован метод Кардано. Показано, что в этом случае
исходное укороченное уравнение распадается на произведение двух
квадратных уравнений, которые дают четыре возможных его решения.
Показано, что на основе полученных четырех решений укороченного
уравнения может быть получено решение исходного полного уравнения
четвертой степени.



Гл а в а 3

ДИСПЕРСИОННЫЕ СВОЙСТВА
ГИРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ В ПЛАСТИНЕ

ФЕРРИТА С ДИССИПАЦИЕЙ

Настоящая глава посвящена рассмотрению дисперсионных свойства
электромагнитных волн, распространяющихся в касательно намагни-
ченной ферритовой пластине, обладающей бигиротропными свойст-
вами. Рассмотрение проведено в рамках полной электродинамики с уче-
том как магнитного, так и электрического полей. Получены уравнения,
описывающие гиромагнитную и гироэлектрическую волны. Для гиромаг-
нитной волны получено дисперсионное соотношение, по структуре по-
добное классическому соотношению Дэймона–Эшбаха. Определены об-
ласти существования поверхностных и объемных волн. Получены дис-
персионные кривые для случая среды, обладающей диссипацией.
Основной ход изложения следует [9, 10], а необходимые дополни-

тельные ссылки указываются в тексте.

3.1. Общий характер гиромагнитной волны
в магнитной среде

Обратимся сначала к рассмотрению общих положений о свойствах
электромагнитных волн, распространяющихся в магнитной среде без
диссипации. Предметом рассмотрения большинства работ, кратко упо-
мянутых в разд. 1.6–1.8 настоящей монографии, являются относитель-
но короткие магнитостатические волны, длина которых на несколько
порядков меньше длины электромагнитных волн той же частоты. Для
рассмотрения таких волн используется приближение магнитостатики
без учета диэлектрических свойств среды [1, 2, 114–116]. Однако в ра-
ботах [212–215] показана важность рассмотрения волн в магнитных
средах на основе полных уравнений электродинамики, в том числе
с учетом не только чисто магнитных, но и диэлектрических парамет-
ров. Такое рассмотрение становится особенно актуальным для оценки
потоков энергии распространяющихся волн [213].
Сложность требуемого математического аппарата ограничивает по-

добное рассмотрение только гиромагнитными волнами, характер кото-
рых задается свойствами магнитной гиротропии среды. Такая гиромаг-
нитная волна рассматривается в касательно намагниченной ферритовой
пластине, причем направление распространения волны перпендикуляр-
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но направлению постоянного поля. При этом поперечные относитель-
но направления намагничивания компоненты переменного поля волны
определяются продольной компонентой электрического поля той же
волны [2, стр. 46–52].
В работах [212–216] для гиромагнитной волны рассмотрен диапа-

зон частот, характерный именно для магнитостатического приближе-
ния, причем волна предполагается преимущественно поверхностной.
Рассмотрим далее дисперсионные свойства гиромагнитной волны

во всем диапазоне частот от нуля до бесконечности с учетом как
поверхностного, так и объемного характера распространения.

3.2. Уравнения электродинамики для безграничной
бигиротропной среды

Гиротропную среду можно считать частным случаем бигиротроп-
ной, в которой не только магнитная, но и диэлектрическая проницае-
мости имеют тензорный гиротропный характер. Более подробно вопрос
о взаимном соотношении параметров бигиротропных сред обсуждается
в [40–42]. Так, в работе [42, стр. 107] отмечено, что антисимметричные
компоненты тензоров магнитной и диэлектрической проницаемостей
могут иметь одинаковый порядок для ферритов в инфракрасном диа-
пазоне, а для сильно проводящих ферромагнитных полупроводников –
и в диапазоне СВЧ. Здесь же ограничимся принятой в этих работах
трактовкой тензорного характера бигиротропной среды.
Сначала рассмотрим общие уравнения, описывающие распростра-

нение электромагнитных волн в безграничной бигиротропной среде.
Итак, согласно [40–42], а также [2, стр. 47], электродинамические
свойства бигиротропной среды можно описать двумя тензорами: ди-
электрической и магнитной проницаемости, каждый из которых имеет
гиротропный характер. В случае совпадения направлений осей гиро-
тропии обоих тензоров, их можно записать в следующем виде:

↔
ε =

(
ε iεa 0

−iεa ε 0
0 0 ε||

)
; (3.1)

↔
μ =

( μ iμa 0
−iμa μ 0
0 0 μ||

)
. (3.2)

В общем случае в декартовой системе координат электрическое
и магнитное поля имеют вид:

E =
{
Ex, Ey, Ez

}
; (3.3)

H =
{
Hx, Hy, Hz

}
. (3.4)
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С помощью (3.1) и (3.2) найдем электрическую и магнитную индукции:

D = ↔
ε · E =

( ε iεa 0
−iεa ε 0
0 0 ε||

)
·
(
Ex
Ey

Ez

)
= −
⎛
⎝ εEx + iεaEy

−iεaEx + εEy

ε||Ez

⎞
⎠; (3.5)

B =
↔
μ · H =

( μ iμa 0
−iμa μ 0
0 0 μ||

)
·
(
Hx
Hy

Hz

)
= −
⎛
⎝ μHx + iμaHy

−iμaHx + μHy

μ||Hz

⎞
⎠. (3.6)

Далее будут необходимы составляющие индукции в записи по компо-
нентам:

Dx = εEx + iεaEy; (3.7)

Dy = −iεaEx + εEy; (3.8)

Dz = ε||Ez; (3.9)

Bx = μHx + iμaHy; (3.10)

By = −iμaHx + μHy; (3.11)

Bz = μ||Hz. (3.12)

Общие уравнения электродинамики в системе СГС (Гаусса) имеют
вид:

rot H = 1
c
· ∂D
∂t
; (3.13)

rot E = −1
c
· ∂B
∂t
; (3.14)

div D = 0; (3.15)
divB = 0, (3.16)

где c — скорость света в свободном пространстве.
Векторные функции, входящие в эти уравнения, имеют вид:

rotA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣∣∣ = i
(
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
+

+ j
(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
+ k
(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
; (3.17)

divA = ∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+ ∂Az

∂z
. (3.18)

Предполагаем зависимость от времени в виде eiωt, то есть оператор
дифференцирования по времени имеет вид:

∂

∂t
→ iω. (3.19)
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Введем также вспомогательное обозначение:

k0 = ω

c
, (3.20)

где k0 — волновое число электромагнитной волны частоты ω в свобод-
ном пространстве.
Подставляя поля (3.3)–(3.4) и индукции (3.7)–(3.12) в уравнения

электродинамики (3.13)–(3.16) с учетом (3.19)–(3.20), после чего выде-
ляя компоненты векторных функций (3.17) и (3.18), получаем систему
уравнений:

∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z
+ ik0μHx − k0μaHy = 0; (3.21)

∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x
+ k0μaHx + ik0μHy = 0; (3.22)

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
+ ik0μ||Hz = 0; (3.23)

∂Hz

∂y
− ∂Hy

∂z
− ik0εEx + k0εaEy = 0; (3.24)

∂Hx

∂z
− ∂Hz

∂x
− k0εaEx − ik0εEy = 0; (3.25)

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
− ik0ε||Ez = 0; (3.26)

μ
(
∂Hx

∂x
+
∂Hy

∂y

)
+ iμa

(
∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y

)
+ μ||

∂Hz

∂z
= 0; (3.27)

ε
(
∂Ex

∂x
+
∂Ey

∂y

)
+ iεa

(
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)
+ ε||

∂Ez

∂z
= 0. (3.28)

Замечание. Это — система из восьми уравнений для шести ком-
понент полей и для трех производных от каждой компоненты по трем
координатам, то есть всего для восемнадцати производных. То есть ре-
шение должно представлять собой шесть значений пространственных
частот (по одной для каждой компоненты поля) и восемнадцать произ-
вольных постоянных (по одной для каждой производной). Эти постоян-
ные должны определяться из каких-то граничных условий. Поскольку
на одной поверхности могут быть заданы шесть граничных условий —
для двух касательных компонент (для поля) и одной нормальной (для
индукции) при том и другом сочетании полей, а пространство содер-
жит три взаимно перпендикулярных плоскости, то эти три плоскости
могут дать восемнадцать условий для определения восемнадцати про-
извольных постоянных. То есть в общем случае система может быть
полностью определенной.
Исключим из системы (3.21)–(3.28) все поля, кроме Ez и Hz.

Для этого проделаем следующий ряд вспомогательных преобразо-
ваний.
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Дифференцируем (3.21) по y:

∂2Ez

∂y2
− ∂2Ey

∂y∂z
+ ik0μ

∂Hx

∂y
− k0μa

∂Hy

∂y
= 0. (3.29)

Дифференцируем (3.22) по x:

∂2Ex

∂x∂z
− ∂2Ez

∂x2
+ k0μa

∂Hx

∂x
+ ik0μ

∂Hy

∂y
x = 0. (3.30)

Вычитаем (3.30) из (3.29):

∂2Ez

∂x2
+ ∂2Ez

∂y2
− ∂

∂z

(
∂Ex

∂x
+
∂Ey

∂y

)
+

+ ik0μ
(
∂Hx

∂y
− ∂Hy

∂x

)
− k0μa

(
∂Hx

∂x
+
∂Hy

∂y

)
= 0. (3.31)

Исключим из этого уравнения все круглые скобки с помощью
(3.23), (3.26)–(3.28).
Так, из (3.28) получаем:

∂Ex

∂x
+
∂Ey

∂y
= −iεa

ε

(
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)
− ε||

ε

∂Ez

∂z
. (3.32)

Входящую в это выражение круглую скобку находим из (3.23)

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= −ik0μ||Hz. (3.33)

Подставляя (3.33) в (3.32), находим первую круглую скобку выраже-
ния (3.31):

∂Ex

∂x
+
∂Ey

∂y
= −k0εaμ||

ε
Hz − ε||

ε

∂Ez

∂z
. (3.34)

Вторую круглую скобку выражения (3.31) находим из (3.26):

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= ik0ε||Ez. (3.35)

Третью круглую скобку выражения (3.31) находим из (3.27):

∂Hx

∂x
+
∂Hy

∂y
= −iμa

μ

(
∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y

)
− μ||

μ

∂Hz

∂z
. (3.36)

Круглую скобку в этом выражении находим из (3.26). Это выражение
уже получено — (3.35). Подставляя (3.35) в (3.36), получаем:

∂Hx

∂x
+
∂Hy

∂y
=
k0ε||μa

μ
Ez −

μ||
μ

∂Hz

∂z
. (3.37)
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Теперь все три круглые скобки в выражении (3.31) найдены. Это —
выражения (3.34), (3.35) и (3.37). Подставляя их в выражение (3.31),
получаем:

∂2Ez

∂x2
+ ∂2Ez

∂y2
− ε||

ε

∂2Ez

∂z2
+ k20ε||

(
μ− μ2a

μ

)
Ez +

+ k0μ||
(
εa

ε
+ μa

μ

)
∂Hz

∂z
= 0. (3.38)

Это — основное уравнение, которое требовалось получить. В него
входят только компоненты полей Ez и Hz.
Аналогичное уравнение можно получить из тех же уравне-

ний (3.21)–(3.28), беря за исходные не (3.21) и (3.22), а (3.26) и (3.27).
При этом получаем:

∂2Hz

∂x2
+ ∂2Hz

∂y2
+
μ||
μ

∂2Hz

∂z2
+ k20μ||

(
ε− ε2a

ε

)
Hz −

− k0ε||
(
εa

ε
+ μa

μ

)
∂Ez

∂z
= 0. (3.39)

Уравнения (3.38) и (3.39) составляют систему двух уравнений
для Ez и Hz. Их можно удобно записать с помощью обозначений,
подобных принятым в монографии [40, стр. 146–148]:

ae =
ε||
ε
; (3.40)

be = k20ε|| · μ
2 − μ2a
μ
; (3.41)

ce = k0μ|| ·
(
εa

ε
+ μa

μ

)
; (3.42)

am =
μ||
μ
; (3.43)

bm = k20μ|| · ε
2 − ε2a
ε
; (3.44)

cm = k0ε|| ·
(
εa

ε
+ μa

μ

)
. (3.45)

С этими обозначениями уравнения (3.38), (3.39) принимают вид:(
∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ae

∂2

∂z2
+ be

)
Ez + ce

∂Hz

∂z
= 0; (3.46)(

∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ am

∂2

∂z2
+ bm

)
Hz − cm

∂Ez

∂z
= 0. (3.47)

Можно видеть, что полученные здесь уравнения (3.46) и (3.47),
каждое, как то, так и другое, являются полевыми аналогами ис-
пользуемых в задаче Дэймона–Эшбаха [1, 2, 114] уравнений Лапласа
и Уокера для потенциалов. Так, уравнение типа Лапласа получается,
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если положить εa = μa = 0 и ε = ε|| = μ = μ|| = 1. Уравнение типа
Уокера получается, если учесть отличие от нуля μa или εa. Полная
аналогия получается, если дополнительно положить k0 → 0, как того
требует приближение магнитостатики. Так что далее уравнения (3.46)
и (3.47) в случае решения для полной электродинамики играют ту же
роль, что в магнитостатике играют уравнения Лапласа и Уокера.

Замечание. Вообще говоря, из двух уравнений (3.46) и (3.47) мож-
но исключить одно из полей Ez или Hz, в результате чего получится
одно уравнение четвертого порядка для одного из полей. Аналогичным
образом можно получить подобное уравнение четвертого порядка для
другого из полей. Однако предварительная проверка показывает, что
получающиеся уравнения являются чрезвычайно громоздкими и содер-
жат перекрестные (смешанные) производные по различны координат-
ным переменным. Поэтому здесь пока этого делать не будем, а ограни-
чимся далее случаем отсутствия зависимости полей от координаты z,
что позволит выделить по отдельности гиромагнитную и гироэлек-
трическую волны, а также перейти к полевому аналогу задачи типа
Дэймона–Эшбаха для волны, распространяющейся вдоль оси Oy.

3.3. Гиромагнитная и гироэлектрическая волны

Итак, имеется система связанных уравнений (3.46)–(3.47). Предпо-
ложим, что распределение полей от координаты z не зависит. То есть
в уравнениях (3.46), (3.47) положим:

∂

∂z
→ 0. (3.48)

При этом получаем: (
∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ be

)
Ez = 0; (3.49)(

∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ bm

)
Hz = 0, (3.50)

где be и bm определяются формулами (3.41) и (3.44).
Эти уравнения не связаны, каждое из них описывает отдельную

волну, то есть эти волны могут распространяться независимо. Следуя
традиции [2, стр. 49], назовем волну, описываемую первым уравнени-
ем — «гиромагнитной», а вторым — «гироэлектрической».
Главным отличительным свойством гиромагнитной волны является

полное определение компонент ее магнитного поля Hx и Hy через
задание электрического поля, направленного вдоль оси Oz, то есть Ez,
а для гироэлектрической — полное определение компонент ее электри-
ческого поля Ex и Ey через задание компоненты магнитного поля вдоль
оси Oz, то есть Hz. Подробный расчет этих полей приведен далее:
формулы (3.61), (3.62), а также (3.68), (3.69).
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Замечание. Из сравнения формул (3.49), (3.50) с приведенными
в [2, стр. 49] формулами (2.173)–(2.178) можно видеть, что структура
тех и других несколько различается. Так, в формулах (2.173)–(2.175)
кроме поля Ez, присутствуют также поля Hx и Hy, а в форму-
лах (2.176)–(2.178) кроме поля Hz присутствуют поля Ex и Ey.
Такое различие обусловлено тем, что в [2] вместо одного уравне-
ния (3.49) для описания гиромагнитной волны используются три урав-
нения (2.173)–(2.175), а вместо одного уравнения (3.50) для описания
гироэлектрической волны используются три уравнения (2.176)–(2.178).
При этом тройка уравнений (2.176)–(2.187) содержит в левых частях
две компоненты полей Hx и Hy, которые здесь исключены в ходе
преобразований (3.29)–(3.28), приводя к уравнению (3.46), которое
в предположении (3.48) как раз дает (3.49). Аналогичная процедура ис-
ключения полей Ex и Ey из приведенной в [2] системы (2.176)–(2.178),
дает уравнение (3.50). Еще раз вопрос о соотношении полей в обеих
приведенных трактовках отмечен в замечании в конце разд. 3.4.

Для решения задачи типа Дэймона–Эшбаха надо найти решения
уравнений (3.49), (3.50) и поля, которые затем подставляются в гра-
ничные условия.
Общий вид решения следующий:

ei(ωt−kr) = eiωt · e−ikxx · e−ikyy. (3.51)

В уравнениях (3.49) и (3.50) зависимость от времени уже учтена: она
входит в be и bm через k0 = ω/c.
Подставим (3.51) (без eiωt) в (3.49) и (3.50). Из (3.49), получаем:

−k2x − k2y + be = 0, (3.52)

откуда, вводя обозначение ky → km, получаем:

(kx)m =
√
−k2m + be . (3.53)

Аналогично из (3.50), получаем:

−k2x − k2y + bm = 0, (3.54)

откуда, вводя обозначение ky → ke, получаем:

(kx)e =
√
−k2e + bm . (3.55)

Требуемые для задачи типа Дэймона–Эшбаха поля можно найти
из уравнений для ротора (3.13) и (3.14). При этом из них получаются
уравнения (3.21)–(3.26). При отсутствии зависимости от координаты z,
то есть при выполнении условия (3.48), из (3.21)–(3.26) получаются
две независимые системы уравнений. Из (3.49) видно, что решение
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для гиромагнитной волны сводится к нахождению поля Ez. Аналогично
из (3.50) видно, что решение для гироэлектрической волны определя-
ются заданием поля Hz. Рассмотрим эти системы по отдельности.
Первая система — ГИРОМАГНИТНАЯ. Задано Ez, определяют-

ся Hx и Hy. Из (3.21), (3.22) и (3.26) получаем систему:

∂Ez

∂y
= −ik0

(
μHx + iμaHy

)
; (3.56)

∂Ez

∂x
= −ik0

(
iμaHx − μHy

)
; (3.57)

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= ik0ε||Ez. (3.58)

Запишем (3.56) и (3.57) в виде:

−ik0μHx + k0μaHy = ∂Ez

∂y
; (3.59)

k0μaHx + ik0μHy = ∂Ez

∂x
. (3.60)

Это — система двух алгебраических уравнений для двух неизвест-
ных Hx и Hy. Решая ее, находим:

Hx = − μa

k0
(
μ2 − μ2a

) · ∂Ez

∂x
+ iμ

k0
(
μ2 − μ2a

) · ∂Ez

∂y
; (3.61)

Hy = − iμ

k0
(
μ2 − μ2a

) · ∂Ez

∂x
− μa

k0
(
μ2 − μ2a

) · ∂Ez

∂y
. (3.62)

При этом третье уравнение (3.58) удовлетворяется тождественно,
в чем можно убедиться непосредственной подстановкой в него выра-
жений (3.61) и (3.62).

Вторая система — ГИРОЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ. Задано Hz, определя-
ются Ex и Ey. Из (3.23), (3.24) и (3.25) получаем систему:

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= −ik0μ||Hz; (3.63)

∂Hz

∂y
= ik0

(
εEx + iεaEy

)
; (3.64)

∂Hz

∂x
= ik0

(
iεaEx − εEy

)
. (3.65)

Запишем (3.64) и (3.65) в виде:

ik0εEx − k0εaEy = ∂Hz

∂y
; (3.66)

−k0εaEx − iεEy = ∂Hz

∂x
. (3.67)
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Это — система двух алгебраических уравнений для двух неизвест-
ных Ex и Ey. Решая ее, находим:

Ex = εa

k0
(
ε2 − ε2a

) · ∂Hz

∂x
− iε

k0
(
ε2 − ε2a

) · ∂Hz

∂y
; (3.68)

Ey = iε

k0
(
ε2 − ε2a

) · ∂Hz

∂x
+ εa

k0
(
ε2 − ε2a

) · ∂Hz

∂y
. (3.69)

При этом первое уравнение (3.63) удовлетворяется тождественно,
в чем можно убедиться непосредственной подстановкой в него выра-
жений (3.68) и (3.69).
Введем обозначения:

gm = 1

k0
(
μ2 − μ2a

) ; (3.70)

ge = 1

k0
(
ε2 − ε2a

) . (3.71)

В этих обозначениях поля (3.61), (3.62) и (3.68), (3.69) для обоих
типов волн принимают следующий вид.
Поля гиромагнитной волны при заданном поле Ez:

Hx = gm

(
−μa

∂Ez

∂x
+ iμ

∂Ez

∂y

)
; (3.72)

Hy = gm

(
−iμ∂Ez

∂x
− μa

∂Ez

∂y

)
. (3.73)

При этом Ex = Ey = Hz = 0.
Поля гироэлектрической волны при заданном поле Hz:

Ex = ge

(
εa
∂Hz

∂x
− iε

∂Hz

∂y

)
; (3.74)

Ey = ge

(
iε
∂Hz

∂x
+ εa

∂Hz

∂y

)
. (3.75)

При этом Hx = Hy = Ez = 0.
Замечание. До этого места настоящей работы гиромагнитная и ги-

роэлектрическая волны рассматривались наравне друг с другом, так
что не отдавалось предпочтения той или другой. Однако следует отме-
тить, что в технике сверхвысоких частот [109–113, 217] в качестве вол-
новедущей среды для устройств обработки информации главную роль
играют ферриты, где волна имеет преимущественно гиромагнитный
характер. Поэтому дальнейшее рассмотрение посвящено свойствам
именно гиромагнитной волны.

3.4. Поля гиромагнитной волны

Определим полный набор полей для гиромагнитной волны. Так,
полное решение волнового уравнения (3.49) имеет вид:

Ez =
(
Ae−ikxx +Beikxx

)
e−ikyy. (3.76)
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Находим производные ∂Ez/∂x и ∂Ez/∂y. Подставляя (3.76) в (3.72),
(3.73), с учетом равенства нулю остальных полей, получаем полный
набор полей гиромагнитной волны в виде:

Ex = 0; (3.77)
Ey = 0; (3.78)

Ez =
(
Ae−ikxx +Beikxx

)
e−ikyy; (3.79)

Hx =
(
Aνae

−ikxx +Bνbe
ikxx
)
e−ikyy; (3.80)

Hy =
(
Aηae

−ikxx +Bηbe
ikxx
)
e−ikyy; (3.81)

Hz = 0, (3.82)

где введены обозначения:

νa = gm

(
ikxμa + kyμ

)
; (3.83)

νb = gm

(− ikxμa + kyμ
)
; (3.84)

ηa = gm

(− kxμ+ ikyμa

)
; (3.85)

ηb = gm

(
kxμ+ ikyμa

)
, (3.86)

а gm определяется формулой (3.70).

Замечание. Из сравнения полученного решения с приведенным
в [2, стр. 50] можно видеть, что формулы (3.80), (3.81) с точностью до
обозначений и с учетом системы СГС вместо СИ, переходят в приве-
денные там формулы (2.186), (2.187) при условии учета только первого
слагаемого в формуле (3.76). Такое совпадение происходит из-за того,
что в обоих случаях рассматривается гиромагнитная волна в одной
и той же геометрии. Отличие состоит в том, что здесь учитываются
оба слагаемых выражения (3.76), так что приведенное здесь решение
является более полным и дает возможность получить оба решения для
волн, распространяющихся во встречных направлениях в рассматрива-
емой далее задаче Дэймона–Эшбаха.

3.5. Гиромагнитная волна в ферритовой пластине

Рассмотрим теперь гиромагнитную волну в ограниченной среде,
а именно — в касательно намагниченной ферритовой пластине.

3.5.1. Общая геометрия задачи

Будем решать задачу в той же геометрии, что и классическая задача
Дэймона–Эшбаха. Основу геометрии составляет пластина толщины d,
намагниченная в плоскости полем H. Введена декартова система ко-
ординат Oxyz, такая, что плоскость Oxy совпадает с плоскостью пла-
стины, а ось Ox ей перпендикулярна. Поле направлено вдоль оси Oz,
волна, имеющая волновой вектор k, распространяется вдоль оси Oy.
На первом этапе не будем связывать себя требованием ограниченно-
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сти пластины по координате x, что в первую очередь свойственно
классической задаче Дэймона–Эшбаха [1, 2, 114], геометрия которой
будет рассмотрена далее. Сначала обратимся к более общему случаю
распространения электромагнитной волны в бигиротропной среде, без-
граничной по всем направлениям.

3.5.2. Поля гиромагнитной волны в принятой геометрии
Рассмотрим теперь поля гиромагнитной волны в геометрии, при-

веденной на рис. 3.1, аналогичной принятой в классической задаче
Дэймона–Эшбаха [1, 2, 114]. Отличие от геометрии предыдущих раз-
делов состоит в разграничении всего пространства двумя плоскостями,
совпадающими с верхней и нижней поверхностями магнитной пла-
стины. Получившиеся три области пронумерованы как №№1, 2, 3.
Ограничимся распространением волны только в направлении, перпен-
дикулярном постоянному полю, то есть вдоль оси Oy.

Рис. 3.1. Геометрия задачи Дэймона–Эшбаха [1, 2, 114] (подобна приведенной
на рис. 2.1 при ϕ = 0 и ψ = 0)

В соответствии с формулой (3.76), определяющей поля по коорди-
нате x, исходя из условия их ограниченности на бесконечности, а также
полагая kx > 0, получаем, что в области 1 следует зависимость от ко-
ординаты x брать в виде e−ikxx. а в области 3 — в виде eikxx.
С учетом этого обстоятельства запишем поля во всех трех областях.

ОБЛАСТЬ №1 — интервал изменения координаты x: −∞ � x � −d

2
.

Поля имеют вид:

E(1)
x = 0; (3.87)

E(1)
y = 0; (3.88)

E(1)
z = Ae−ike

xxe−ikyy; (3.89)

H(1)
x = Aν(1)

a e−ike
xxe−ikyy; (3.90)

H(1)
y = Aη(1)

a e−ike
xxe−ikyy; (3.91)

H(1)
z = 0. (3.92)
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При этом:

g(1)
m = 1

k0
; (3.93)

ν(1)
a =

ky

k0
; (3.94)

ν
(1)
b =

ky

k0
; (3.95)

η(1)
a = −ke

x

k0
; (3.96)

η
(1)
b = ke

x

k0
. (3.97)

ОБЛАСТЬ №2 — интервал изменения координаты x: −d

2
� x � d

2
.

Поля имеют вид:

E(2)
x = 0; (3.98)

E(2)
y = 0; (3.99)

E(2)
z =

(
A2e

−iki
xx +B2e

iki
xx
)
e−ikyy; (3.100)

H(2)
x =

(
A2ν

(2)
a e−iki

xx +B2ν
(2)
b eiki

xx
)
e−ikyy; (3.101)

H(2)
y =

(
A2η

(2)
a e−iki

xx +B2η
(2)
b eiki

xx
)
e−ikyy; (3.102)

H(2)
z = 0. (3.103)

При этом:

g(2)
m = 1

k0
(
μ2 − μ2a

) ; (3.104)

ν(2)
a = g(2)

m

(
iki

xμa + kyμ
)
; (3.105)

ν
(2)
b = g(2)

m

(− iki
xμa + kyμ

)
; (3.106)

η(2)
a = g(2)

m

(− ki
xμ+ ikyμa

)
; (3.107)

η
(2)
b = g(2)

m

(
ki

xμ+ ikyμa

)
. (3.108)

ОБЛАСТЬ №3 — интервал изменения координаты x:
d

2
� x � +∞.

Поля имеют вид:

E(3)
x = 0; (3.109)

E(3)
y = 0; (3.110)

E(3)
z = B · eike

xx · e−ikyy; (3.111)

H(3)
x = B · ν(3)

b eike
xx · e−ikyy; (3.112)

H(3)
y = B · η(3)

b eike
xx · e−ikyy; (3.113)

H(3)
z = 0. (3.114)
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При этом:

g(3)
m = 1

k0
; (3.115)

ν(3)
a =

ky

k0
; (3.116)

ν3b =
ky

k0
; (3.117)

η(3)
a = −ke

x

k0
; (3.118)

η
(3)
b = ke

x

k0
. (3.119)

3.5.3. Граничные условия

Граничные условия требуют непрерывности при x = ±d/2 касатель-
ных составляющих полей Ez и Hy, в соответствии с (3.87)–(3.119),
а также нормальной составляющей индукции Bx, определяемой форму-
лой (3.10):

Bx = μHx + iμaHy. (3.120)

Исходя из таких требований, получаем граничные условия на по-
верхностях раздела областей 1 и 2, а также 2 и 3, в следующем виде:

E(1)
z

∣∣
x=−d/2 = E(2)

z

∣∣
x=−d/2 ; (3.121)

H(1)
x

∣∣
x=−d/2 = μH(2)

x + iμaH
(2)
y

∣∣
x=−d/2

; (3.122)

H(1)
y

∣∣
x=−d/2

= H(2)
y

∣∣
x=−d/2

; (3.123)

E(2)
z

∣∣
x=d/2 = E(3)

z

∣∣
x=d/2 ; (3.124)

μH(2)
x + iμaH

(2)
y

∣∣
x=d/2

= H(3)
x

∣∣
x=d/2 ; (3.125)

H(2)
y

∣∣
x=−d/2

= H(3)
y

∣∣
x=d/2

. (3.126)

3.5.4. Дисперсионное соотношение в общем виде

Так как рассматривается гиромагнитная волна, то в граничные
условия надо подставлять только те компоненты полей, которые отлич-
ны от нуля.
Подставляя решение (3.87)–(3.119) в граничные условия (3.121)–

(3.126) и разделяя на общий сомножитель e−ikyy, получаем: из (3.121):

Aeiδ = A2e
iβ +B2e

−iβ ; (3.127)

из (3.122):
Aeiδ = A2e

iβ +B2e
−iβ ; (3.128)

из (3.123):
−Ak

e
x

k0
eiδ = −A2igmε2e

iβ −B2igmε1e
−iβ ; (3.129)
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из (3.124):
A2e

−iβ + B2e
iβ = Beiδ; (3.130)

из (3.125):
A2e

−iβ + B2e
iβ = Beiδ; (3.131)

из (3.126):
−A2igmε2e

−iβ −B2igmε1e
iβ = B

ke
x

k0
eiδ, (3.132)

где введены обозначения:

β = ki
xd

2
; (3.133)

δ = ke
xd

2
. (3.134)

При получении уравнений (3.127)–(3.132) использовались зна-
чения νa,b и ηa,b в раскрытом виде (3.94)–(3.97), (3.105)–(3.108),
(3.116)–(3.119).
Для ε1,2 введены обозначения:

ε1 = iki
xμ− kyμa; (3.135)

ε2 = −iki
xμ− kyμa; (3.136)

Также у параметра g(2)
m опущен верхний индекс «2», так что величи-

на gm в этих уравнениях определяется формулой (3.104):

gm = 1

k0
(
μ2 − μ2a

) . (3.137)

Введем новые обозначения:

η1 = −ki
xμ− ikyμa

μ2 − μ2a
; (3.138)

η2 = ki
xμ− ikyμa

μ2 − μ2a
. (3.139)

С использованием этих обозначений получаем:

igmε1 = η1
k0
; (3.140)

igmε2 = η2
k0
. (3.141)

Введение этих обозначений позволяет освободиться от записи дробей
в формулах (3.129) и (3.132).
Уравнения (3.127) и (3.128) совпадают, уравнения (3.130) и (3.131)

также совпадают, поэтому из шести уравнений (3.127)–(3.132) оста-
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ются только четыре. В результате система (3.127)–(3.132) сводится
к следующей:

B2η1e
−iβ +A2η2e

iβ −Ake
xe

iδ = 0; (3.142)

B2η1e
iβ +A2η2e

−iβ + Bke
xe

iδ = 0; (3.143)

B2e
−iβ +A2e

iβ −Aeiδ = 0; (3.144)

B2e
iβ +A2e

−iβ − Beiδ = 0. (3.145)

Эта система уравнений по структуре совпадает с подобной си-
стемой, получаемой при решении классической задачи Дэймона–
Эшбаха в приближении магнитостатики, имеющей вид [1, стр. 64,
форм. (2.271)–(2.274)]:

A2 · ε1e−iρ +B2 · ε2eiρ −A · ke
xe

−δ = 0; (3.146)

A2 · ε1eiρ +B2 · ε2e−iρ +B · ke
xe

−δ = 0; (3.147)

A2 · e−iρ +B2 · eiρ −A · e−δ = 0; (3.148)

A2 · eiρ +B2 · e−iρ −B · e−δ = 0. (3.149)

По сравнению с классической системой здесь присутствуют заме-
ны ε1,2 на η1,2, а также −δ на iδ. Замены ρ на β, а также A2 на B2 и B2
на A2 принципиальной важности не имеют, так как сводятся к обозна-
чениям. Замена −δ на iδ дисперсионного соотношения не меняет, так
как это — общий множитель 3 и 4 столбцов определителя системы,
который выносится за знак определителя, то есть при приравнивании
определителя к нулю, пропадает.
Таким образом, определитель системы (3.142)–(3.145) имеет вид:

(3.150)

Равенство нулю этого определителя дает дисперсионное соотношение:

e2iβ − e−2iβ

e2iβ + e−2iβ
= ke

x (η2 − η1)

(ke
x)2 − η1η2

. (3.151)

Можно видеть, что по структуре это дисперсионное соотношение
аналогично подобному соотношению в классической задаче Дэймона–
Эшбаха [1, стр. 65, форм. (2.279)]. То есть здесь имеет место структур-
ное соответствие базовому соотношению (2.207), приведенному в раз-
деле 2.5.3.

Замечание. Следует заметить, что здесь ke
x, несмотря на сходство

обозначений, имеет не тот физический смысл, что в классической задаче
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Дэймона–Эшбаха (2.279), а отличается на i, так как зависимость от x
в классической задаче Дэймона–Эшбаха имеет вид eke

xx, а здесь: e−ike
xx.

Поэтому ke
x здесь соответствует ik

e
x задачи Дэймона–Эшбаха. По той же

причине A2 и B2 меняются местами. Соотношения между этими пара-
метрами можно более подробно проследить из сравнения приведенной
здесь формулы (3.76) с формулами (2.161)–(2.163), соответствующими
приведенным в работе [1, стр.60] формулам (2.223)–(2.225).

3.5.5. Дисперсионное соотношение, выраженное через волновое
число вдоль направления распространения волны

В предыдущем разделе получено дисперсионное соотноше-
ние (3.151), по форме подобное таковому в задаче Дэймона–Эшбаха.
Однако входящие в него промежуточные выражения зависят от вол-
нового числа k (где k → ky), определяющего распространение волны
вдоль оси Oy, неявным образом — через посредство волновых чисел
ke

x и ki
x, входящих в параметры β, η1, η2. Поэтому главная задача

настоящего раздела — освободить дисперсионное соотношение от вспо-
могательных волновых чисел ke

x и k
i
x, чтобы оно определялось только

единственным волновым числом k, соответствующим распространению
волны вдоль оси Oy.
Будем исходить из дисперсионного соотношения (3.151), имеющего

вид:
e2iβ − e−2iβ

e2iβ + e−2iβ
= ke

x (η2 − η1)

(ke
x)2 − η1η2

, (3.152)

где, согласно (3.133), (3.138), (3.139):

β = ki
xd

2
; (3.153)

η1 =
−ki

xμ− ikyμa

μ2 − μ2a
; (3.154)

η2 =
ki

xμ− ikyμa

μ2 − μ2a
. (3.155)

Рассмотрим входящие в эти выражение волновые числа ky, k
e
x и k

i
x,

а именно: выразим их через волновое число k вдоль направления
распространения волны. Поскольку далее рассматриваются волны, рас-
пространяющиеся только вдоль оси Oy, то сразу заменяем обозначение
волнового числа по этой оси ky на k:

ky = k. (3.156)

Далее, аналогично с (3.53), получаем:(
kx

)
m

=
√
−k2m + be , (3.157)

где индекс «m» означает, что рассматривается волновое число с учетом
магнитных свойств среды.
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В этой формуле, согласно (3.41), используется выражение:

be = k20ε‖
μ2 − μ2a

μ
. (3.158)

Вне магнитной пластины μ = 1, μa = 0, так что be → k20ε‖.
С учетом этого, из (3.157) получаем:

вне магнитной пластины:

ke
x = i

√
k2 − k20ε‖ ; (3.159)

внутри магнитной пластины:

ki
x = i

√
k2 − be = ik

√
1− be

k2
. (3.160)

Введем обозначение:

α0 =
√
1− be

k2
. (3.161)

С учетом (3.158) это выражение принимает вид:

α0 =

√
1− k20

k2
·
ε‖
(
μ2 − μ2a

)
μ

. (3.162)

С этим обозначением, из (3.160) получаем:

ki
x = ikα0. (3.163)

С учетом (3.153) и (3.163) показатель экспоненты в (3.152) принимает
вид:

2iβ = −kdα0. (3.164)

Подставляя (3.164) в левую часть соотношения (3.152) и меняя
порядок слагаемых в числителе, получаем:

e2iβ − e−2iβ

e2iβ + e−2iβ
= −ekdα0 − e−kdα0

ekdα0 + e−kdα0
. (3.165)

Рассмотрим теперь правую часть соотношения (3.152), для чего
условно обозначим ее через A:

A =
ke

x

(
η2 − η1

)
(
ke

x

)2 − η1η2
. (3.166)
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Исходя из (3.154), (3.155), с учетом (3.156), (3.163), найдем входящие
в это выражение комбинации параметров η1 и η2:

η2 − η1 = 2ki
xμ

μ2 − μ2a
; (3.167)

η1η2 =
k2
(
α20μ

2 − μ2a
)

(
μ2 − μ2a

)2 . (3.168)

Числитель выражения (3.152), с учетом (3.159) и (3.167), принимает
вид:

ke
x

(
η2 − η1

)
= −2kμα0

√
k2 − k20ε‖

μ2 − μ2a
. (3.169)

Знаменатель выражения (3.152), с учетом (3.159) и (3.168), принимает
вид: (

ke
x

)2 − η1η2 = −
(
k2 − k20ε‖

)
+ k2
(
α20μ

2 − μ2a
)

(
μ2 − μ2a

)2 . (3.170)

Подставляя (3.169), (3.170) в (3.166), разделяя числитель и знаме-
натель получающейся дроби на

(
μ2 − μ2a

)
, вынося в знаменателе за

скобку корень
√
k2 − k20ε‖ , после чего, вынося минус в знаменателе,

получаем:

A = − 2μα0k√
k2 − k20ε‖

{
μ2 − μ2a +

k2

k2 − k20ε‖
· α20μ

2 − μ2a

μ2 − μ2a

} . (3.171)

Введем обозначение:

β0 =

√
k2 − k20ε‖

k

{
μ2a − μ2 − k2

k2 − k20ε‖
· α

2
0μ
2 − μ2a

μ2 − μ2a

}
. (3.172)

С этим обозначением (3.171) принимает вид:

A = −2μα0
β0

. (3.173)

Подставляя это выражение в (3.152), учитывая (3.165) и умножая
обе части на минус единицу, получаем:

ekdα0 − e−kdα0

ekdα0 + e−kdα0
= 2μα0

β0
, (3.174)

где α0 и β0 определяются выражениями (3.162) и (3.172).
Это выражение и является искомым дисперсионным соотношением,

содержащим волновое число k, которое определяет распространение
волны вдоль оси Oy.
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Можно видеть, что оно по форме совпадает с аналогичным соотно-
шением в задаче Дэймона–Эшбаха [1, стр. 67, форм. (2.296), (2.297)],
так что его можно выразить через котангенс.
При α0 действительном, волновое число внутри пластины, соглас-

но (3.163), будет мнимым, так что, с учетом того, что в соответствии
с (3.76) зависимость поля волны от координаты x имеет вид exp(±ikxx),
показатель экспоненты будет действительным, так что поле волны
будет спадать внутрь пластины от поверхности по экспоненциальному
закону.
Заметим, что вне магнитной пластины, согласно (3.159), поле волны

спадает при любом значении волнового числа k, достаточно лишь,
чтобы скорость волны была меньше скорости света в среде, что соот-
ветствует спаду поля волны к нулю на бесконечности.
Итак, при действительном значении α0 волна будет поверхностной

и котангенс будет гиперболическим. В этом случае дисперсионное
соотношение принимает вид:

β0 − 2μα0 cth
(
kdα0

)
= 0. (3.175)

Аналогично можно видеть, что при мнимом значении α0 волна будет
объемной, а котангенс — тригонометрическим, так что дисперсионное
соотношение принимает вид:

β0 − 2μ |α0| ctg
(
kd |α0|

)
= 0. (3.176)

Заметим, однако, что в отличие от классической задачи Дэймона–
Эшбаха, соотношения (3.175), (3.176) нельзя аналитически разрешить
относительно волнового числа k, как это сделано в работе [1, стр. 67,
форм. (2.306)]. Причиной такой неразрешимости является тот факт,
что волновое число k, кроме котангенса, входит также в выражения
для α0 и β0, определяемые формулами (3.162) и (3.172).
В этом случае для построения дисперсионной кривой, то есть за-

висимости частоты от волнового числа, где частота, в соответствии
с (3.20), входит в параметр k0, можно воспользоваться численным
решением уравнения (3.174), с помощью алгоритма поиска нуля с опре-
деленным шагом. При этом, поскольку при заданном волновом числе
дисперсионная кривая может иметь несколько ветвей, расположенных
друг над другом, то во избежание неоднозначности, удобнее задавать
по шагам не волновое число, а частоту, после чего при каждом таком
значении частоты путем поиска нуля определять волновое число.

3.6. Дисперсия гиромагнитной волны в пластине
феррита без диссипации

Обратимся теперь к рассмотрению дисперсионных свойств гиро-
магнитной волны в пластине феррита. На данном этапе ограничимся
случаем отсутствия диссипации.
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3.6.1. Решение дисперсионного соотношения методом поиска нуля

Будем рассматривать распространение гиромагнитной волны в гео-
метрии, показанной на рис. 3.1, в основе которой лежит ферритовая
пластина, намагниченная в плоскости. Система координат — Oxyz,
плоскость Oxy совпадает с плоскостью пластины, ось Ox ей перпенди-
кулярна. Поле направлено вдоль оси Oz, волна распространяется вдоль
оси Oy.
Будем исходить из дисперсионного соотношения (3.174), имеющего

вид:
ekdα0 − e−kdα0

ekdα0 + e−kdα0
= 2μα0

β0
, (3.177)

где α0 и β0 определяются выражениями (3.162) и (3.172):

α0 =

√
1− k20

k2
· ε‖
(
μ2 − μ2a

)
μ

; (3.178)

β0 =

√
k2 − k20ε‖

k
·
{
μ2a − μ2 − k2

k2 − k20ε‖
· α

2
0μ
2 − μ2a

μ2 − μ2a

}
. (3.179)

Это дисперсионное соотношение решается методом поиска нуля.
Рассмотрим процедуру поиска нуля, сначала на примере поверх-

ностной волны. В соответствии с (3.175), введем вспомогательную
функцию, нуль которой будем искать:

y1 = th(kdα0) − 2μα0β0
. (3.180)

Далее с этой функцией выполняются следующие действия. Задает-
ся какое-то значение частоты. При этом изменяется волновое число
с определенным шагом в пределах требуемого диапазона. На каждом
шаге вычисляется функция y1. При этом знаки двух следующих друг
за другом значений y1 сравниваются между собой. Если знак y1 на
шаге не меняется, то осуществляется переход к следующему шагу.
Если знак меняется, то это является сигналом, что между этими
шагами функция y1 проходит через нуль. Полученное таким образом
значение волнового числа и принимается за искомое, соответствую-
щее решению дисперсионного соотношения. В случае необходимости
повышения точности решения, после первой регистрации изменения
знака осуществляется возвращение на шаг назад, после чего шаг
уменьшается в несколько раз (обычно в десять) и интервал между
двумя шагами проходится снова. Эта процедура повторяется до тех
пор, пока требуемая точность не будет достигнута.
После того как значение волнового числа, удовлетворяющего урав-

нению (3.177), будет найдено, выполняется шаг по частоте, и для
нового значения частоты вся процедура нахождения волнового числа
повторяется снова. Прохождение частоты по шагам во всем требуемом
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диапазоне позволяет найти зависимость волнового числа от частоты,
которая и представляет собой искомую дисперсионную кривую.
Выше показано, что в зависимости от заданного значения частоты

параметр α0 может быть как действительным, так и мнимым (то есть
знак выражения под корнем может быть как положительным, так и от-
рицательным). При этом действительному значению α0 соответствует
поверхностная волна, а мнимому — объемная. В случае объемных волн
для поиска нуля вместо (3.180) должна использоваться следующая
вспомогательная функция:

y2 = tg
(
kd |α0|

)− 2μ |α0|
β0

. (3.181)

В остальном процедура построения дисперсионной зависимости для
объемных волн полностью совпадает с таковой для поверхностных
волн.

3.6.2. Дисперсия в большом интервале волновых чисел

Приведем некоторые рисунки, полученные из решения дисперсион-
ного соотношения (3.177) методом поиска нуля.
На рис. 3.2 приведены дисперсионные кривые в большом интер-

вале волновых чисел. Кривая 1 построена по классической формуле

Рис. 3.2. Дисперсионная кривая для поверхностной волны Дэймона–Эшбаха 1
и для гиромагнитной волны 1′ (при ε = 1). Общие параметры построения:

4πM0 = 1750 Гс; d = 15 мкм; H = 437,5 Э
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Дэймона–Эшбаха [1, стр. 72, с точностью до обозначения β, форму-
ла (2.370)]:

β − 2μα cth(kdα) = 0. (3.182)

Кривая 1′ построена по приведенному выше дисперсионному соотно-
шению для гиромагнитной волны, где полагается, что параметр α0 —
действительный, то есть с помощью функции y1. При этом в обоих
случаях волна является поверхностной.
Характерные частоты (показаны горизонтальными точечными ли-

ниями) получаются из анализа расходимостей выражений для магнит-
ной восприимчивости. Примеры такого анализа можно найти в рабо-
тах [1, 2]. При заданных на рис. 3.2 параметрах эти частоты сле-
дующие:

f1 = γH = 1125 Э; (3.183)

f2 = γ
√
H
(
H + 4πM0

)
= 2739 Э; (3.184)

f3 = γ
(
H + 2πM0

)
= 3675 Э; (3.185)

f4 = γ

√(
H + 2πM0

)2 +
(
2πM0

)2 = 4417 Э; (3.186)

f5 = γ
(
H + 4πM0

)
= 6125 Э. (3.187)

Интервал существования классической поверхностной волны Дэй-
мона–Эшбаха, получаемой в магнитостатическом приближении, заклю-
чен между частотами f2 и f3. В области между частотами f3 и f4
магнитостатическое приближение дает существование обратной по-
верхностной волны диссипативного типа, то есть существующее только
в среде с затуханием [5–8]. Другие решения магнитостатическое при-
ближение получить не позволяет.
Из рисунка можно видеть, что обе дисперсионные кривые 1 и 1′

полностью совпадают. Это происходит потому, что полная электродина-
мика начинает работать отлично от магнитостатики только при малых
значениях волнового числа, то есть когда длина магнитостатической
волны на заданной частоте становится сравнимой с длиной электро-
магнитной волны на той же частоте.
Волновое число электромагнитной волны в свободном пространстве,

определяется по формуле [218, 219] (подобной (3.20)):

k = 2πf
c
, (3.188)

где c — скорость света.
Для частоты 3000 МГц волновое число равно 0,628 см−1. То есть,

в соответствии с масштабом, принятым на рис. 3.2, различие между
той и другой дисперсионными кривыми может наблюдаться только
вблизи левой вертикальной границы рисунка в пределах интервала,
сравнимого с шириной линии чертежа. Очевидно, такое различие на
рисунке представлено быть не может, что и находит свое выражение
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в совпадении кривых 1 и 1′. Более подробно вопрос о корректности
и условиях применимости магнитостатического приближения можно
найти в [1, стр. 63–68].

3.6.3. Дисперсия при малых значениях волнового числа

Перейдем теперь к рассмотрению дисперсии гиромагнитной волны
в области малых значений волнового числа.
Предварительный анализ показывает, что параметр α0 является

действительным в интервале между частотами f2 и f4, так что в этом
интервале гиромагнитная волна являются поверхностной. Вне этого
интервала, то есть ниже f2 и выше f4, параметр α0 (по крайней мере,
при k � k0, то есть при фазовой скорости волны не больше скорости
света), является мнимым, так что здесь волны являются объемными.
В первом случае для поиска нуля следует пользоваться функцией y1,
а во втором — функцией y2. Рассмотрим сначала первый случай.
На рис. 3.3 приведены дисперсионные кривые в малом интервале

волновых чисел вблизи нуля. Обе кривые построены по дисперсион-
ному соотношению (3.177) для гиромагнитной волны методом поиска
нуля при задании шага по частоте.
Кривая 1 соответствует начальному участку кривой 1′ на рис. 3.2.

В принятом на рис. 3.2 интервале изменения волнового числа этот
начальный участок с высокой точностью представляет собой прямую

Рис. 3.3. Дисперсионные кривые для гиромагнитной волны при малых зна-
чениях волнового числа: 1 — основная ветвь, совпадающая с получаемой
в рамках магнитостатики; 2 — дополнительная ветвь, в рамках магнитостатики
отсутствующая. Параметры те же, что приняты при построении рис. 3.2
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горизонтальную линию на частоте f2. Кривая 2 на рис. 3.2 не нанесена,
так как там ее изогнутый участок, заметно отличающийся от горизон-
тальной прямой на частоте f4, совпадает с вертикальной осью на левой
стороне рисунка.
Из рисунка можно видеть, что в полной электродинамике, кроме

основной ветви поверхностной волны 1, существует также другая по-
верхностная ветвь 2, расположенная выше по частоте.
При учете диссипации в этой области существует диссипативная

ветвь, имеющая обратный характер [5–8].
Больше никаких ветвей поверхностных волн соотношение (3.177)

не дает, так как при выходе за пределы интервала частот между f2
и f4 выражение (3.178) для α0 становится мнимым. Это означает, что
вне интервала между f2 и f4 гиромагнитная волна является объемной.
При этом надо пользоваться вспомогательной функцией y2 (3.181).
В этом случае решение методом поиска нуля приводит к картине,

показанной на рис. 3.4. Кривые на рисунке построены путем задания
частоты с определенным шагом при изменении волнового числа от нуля
до 5 см−1. При этом регистрировался знак функции y2, задаваемой
формулой (3.181). Таким образом, зачерненные и светлые области
соответствуют различным знакам левой части соотношения (3.177).
То есть в пределах областей того или другого цвета знак левой части
сохраняется, а на границах — меняется на противоположный.

Рис. 3.4. Области различных знаков параметров y1 и y2, получаемые при учете
мнимого значения α0. Нумерация кривых пояснена в тексте. Параметры те же,

что приняты при построении рис. 3.2 и рис. 3.3
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Из рисунка можно видеть, что кривая 1, соответствующая клас-
сическому соотношению Дэймона–Эшбаха, полностью сохраняется
(совпадает с таковой на рис. 3.2). Кривая 2, представляющая собой
правую границу зачерненной области между частотами f2 и f4, также
полностью соответствует кривой 2 на рис. 3.4.
Однако на левой границе той же области левая часть дисперсион-

ного соотношения также меняет знак. В области частот выше f4, кроме
того еще и на правой границе зачерненных областей знак функции y2
также изменяется.
В окрестности частоты f1, по-видимому, также имеет место измене-

ние знака, связанное с особенностями μ и μa вблизи частоты ферромаг-
нитного резонанса. Однако оно происходит здесь дважды в очень узком
интервале изменения волнового числа, вследствие чего зачерненная
область сливается в единую линию. Ввиду незначительности своего
проявления, здесь тонкая структура этой линии более подробно не
исследовалась.
Из всего представленного на рис. 3.4 интервала частот можно

видеть, что вариации знака в ту или иную сторону имеют место на пря-
мой линии 3, проходящей через нуль частоты и волнового числа. Такой
закон дисперсии соответствует распространению волны в свободном
пространстве со скоростью света.
Следует отметить, что слева от этой прямой также имеются ли-

нии 4 и 5, на которых y2 также меняет знак. Эти линии соответ-
ствуют случаю, когда фазовая скорость волны превышает скорость
света. Можно полагать, что с физической стороны эти линии являются
нереализуемыми, так как согласно специальной теории относительно-
сти [220, 221], в свободном пространстве групповая скорость распро-
странения волны, совпадающая в этом случае с ее фазовой скоростью,
значения скорости света превышать не может. Несколько слов по этому
вопросу будет сказано далее.
Здесь же вернемся к рассмотрению рис. 3.4 и выделим на нем те

линии, которые соответствуют изменению знака параметров y1 и y2.
Полученные линии представлены на рис. 3.5. Эти линии как раз
и представляют собой дисперсионные кривые, определяемые соотноше-
нием (3.177). Нумерация кривых сохранена той же, что на рис. 3.4.
Здесь кривые 1 и 2, как и ранее, соответствуют поверхностным

волнам, а остальные — объемным. При этом кривая 3 (представляющая
собой прямую линию) — соответствует дисперсии электромагнитной
волны в свободном пространстве. Кривые 4 и 5 — нереализуемым
ветвям объемных волн. Примечательно отметить, что в области вы-
ше f5 прямая 3 имеет прямолинейное же продолжение 6, отмеченное
пунктиром. На этой линии происходит изменение знака y2, однако
несколько левее проходит другая линия изменения знака, являющаяся
продолжением кривой 4 (отмечена сплошной линией). На этой линии
также происходит изменение знака y2, то есть можно полагать, что
между ней и линией 6 имеет место еще одно изменение знака, возвра-
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Рис. 3.5. Дисперсионные кривые для гиромагнитной волны, получаемые при
учете мнимого значения α0. Нумерация кривых и параметры построения — те

же, что приняты при построении рис. 3.4

щающее его к тому значению, которое было левее этой линии. Можно
видеть, что область между кривой 6 и продолжением кривой 4 является
довольно узкой и по мере увеличения частоты сужается. Ввиду узости
этой области, а также ее расположения левее линии 3, соответствую-
щей скорости света, более подробно ее структура в настоящей работе
не исследовалась.
Следует отметить еще две особенности полученных кривых.
Первая состоит в том, что дисперсионная кривая 2 на частоте f2

начинается не на кривой 3, а отстоит от нее на промежуток, прибли-
зительно равный 0,03 см−1. Ниже этой частоты кривые 2 и 3 также
несколько расходятся, однако по мере снижения частоты промежуток
между ними уменьшается, стремясь к нулю. Выше частоты f2 вол-
на, соответствующая кривой 2, является поверхностной, а ниже —
объемной. Можно полагать, что наблюдаемый характер соотношения
кривых 2 и 3 обусловлен особенностями конкретного вида зависимости
компонент проницаемости μ и μa от частоты. Более подробно с ха-
рактером такой зависимости μ и μa, в том числе с учетом затухания,
можно познакомиться по монографии [2, стр. 56–63].
Вторая особенность состоит в наличии участка на кривой 3, начи-

нающегося на частоте f4 и заканчивающегося несколько выше в точке,
соответствующей горизонтальной касательной к кривой 4 на линии на-
чала координат. В этой области частот, шириной около 400 МГц, изме-
нение знака y2 хотя и происходит, но он очень быстро возвращается об-
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ратно, так что точки изменения знака туда и обратно по волновому числу
сливаются с одну сплошную линию. То есть в этом интервале частот ги-
ромагнитная волна, будучи объемной, практически ничем не отличается
от простой электромагнитной волны в среде, где магнитные свойства от-
сутствуют. Заметим, что и выше по частоте, благодаря нереализуемости
левых ветвей кривых 4 и 5, волна имеет также чисто электромагнитный
характер, соответствующий свободному пространству. Не так, однако,
обстоит дело в случае отличной от единицы диэлектрической проница-
емости среды, к рассмотрению чего и перейдем далее.

3.6.4. Влияние диэлектрической проницаемости среды

На рис. 3.6 показаны те же зависимости, что и на рис. 3.4, с тем
отличием, что здесь диэлектрическая проницаемость среды отлична
от единицы и в данном случае равна пяти.

Рис. 3.6. Области различных знаков параметров y1 и y2, получаемые при учете
мнимого значения α0 при диэлектрической проницаемости ε‖ = 5. Остальные

параметры и нумерация кривых — те же, что на рис. 3.4

Из рисунка можно видеть, что вся картина, представленная на
рис. 3.5, здесь подобным образом наклонена в направлении увеличения
волнового числа (направо по рисунку). Такой наклон является стро-
го пропорциональным параллельным переносом всех кривых направо
с числовым коэффициентом равным

√
ε‖ ≈ 2,236, что соответствует

известному закону умножения волнового числа в среде, на коэффи-
циент, равный

√
εμ [218, 219]. Частотные особенности всех кривых,

отмеченные применительно к рис. 3.4, полностью сохраняются. Однако
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следует отметить, что здесь линия 3 проходит заметно правее аналогич-
ной кривой на рис. 3.4 (линия, соответствующая 3 на рис. 3.4, здесь по-
казана пунктиром), так что, по крайней мере, какие-то части кривых 4
и 5 располагаются правее кривой 3 рис. 3.4. То есть для таких кривых
запрет превышения скорости света над таковой в свободном простран-
стве снимается, так что реализация объемных волн, соответствующих
допустимым частям кривых 4 и 5, становится возможной, что соответ-
ствует появлению новых ветвей в спектре объемных гиромагнитных
волн.
Заметим, однако, что такая реализация может сопровождаться яв-

лениями релятивистского характера, подобными эффекту Черенкова–
Вавилова [220, 221], так что этот вопрос требует отдельного рассмот-
рения.
Вернемся еще раз к рассмотрению поверхностных гиромагнитных

волн и в первую очередь установим, как сказывается на них влияние
отличной от единицы диэлектрической проницаемости.
Выше отмечено, что отличие магнитостатического приближения

от задачи полной электродинамики существенно может сказываться
только в области малых волновых чисел, где длина магнитостатической
волны становится того же порядка, что и длина электромагнитной.
Однако на рис. 3.3 такое различие проявляется лишь в появлении
новой ветви поверхностных волн (кривая 2), в магнитостатическом
приближении отсутствующей.
С другой стороны, длина электромагнитной волны сильно зависит

от диэлектрической проницаемости среды, в которой эта волна рас-
пространяется. Чтобы более наглядно выявить роль диэлектрической
проницаемости, воспользуемся логарифмическим масштабом, что поз-
волит как растянуть начальный участок, так и охватить значительный
диапазон изменения волнового числа.
Соответствующие зависимости для двух случаев ε‖ = 1 (кривая 2)

и ε‖ = 5 (кривая 3) показаны на рис. 3.7. Обе эти кривые соответ-
ствуют высокочастотной ветви поверхностной гиромагнитной волны.
Здесь кривая 2 соответствует кривой 2 на рис. 3.3 (или кривой 2
на рис. 3.5), а кривая 3 — кривой 2 (нижнему краю зачерненной
области) на рис. 3.6.
При построении кривой 1, соответствующей нижней ветви диспер-

сионной зависимости, использовались оба значения диэлектрической
проницаемости. Подобное же построение было предпринято в магни-
тостатическом приближении (где учет диэлектрической проницаемости
отсутствует). Однако во всех трех случаях какого-либо различия кри-
вых, во всяком случае, в пределах ширины линии чертежа, обнаружено
не было.
Из рисунка видно, что в области больших волновых чисел (при

k � 10 см−1) низкочастотная ветвь дисперсионной зависимости поверх-
ностных волн (кривая 1), во-первых, от значения диэлектрической
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Рис. 3.7. Дисперсионные кривые для гиромагнитной волны при малых значе-
ниях волнового числа. Кривая 1 от значения диэлектрической проницаемости
не зависит, кривая 2 соответствует ε‖ = 1, кривая 3 — ε‖ = 5. Остальные

параметры те же, что приняты при построении рис. 3.4

проницаемости не зависит и, во-вторых, полностью соответствует по-
добной кривой, полученной в магнитостатическом приближении. В об-
ласти малых волновых чисел (при k � 10 см−1) увеличение диэлек-
трической проницаемости приводит к смещению дисперсионной кривой
(кривая 3) в область увеличения волнового числа с коэффициентом
пропорциональности, равным

√
ε‖ .

3.7. Общий характер дисперсии гиромагнитной волны
в среде с диссипацией

Теперь, когда дисперсия гиромагнитной волны в среде без дисси-
пации получена, рассмотрим, какие особенности в закон дисперсии
вносит диссипация.
В предыдущих разделах дисперсия гиромагнитной волны рассмат-

ривается в среде, полностью бездиссипативной, то есть не обладающей
какими-либо потерями. Однако в работах [222–224] было показано, что
учет магнитной диссипации уже в магнитостатическом приближении
приводит к ограничению допустимого диапазона волновых чисел, а так-
же к появлению новых диссипативных ветвей, в среде без потерь отсут-
ствующих. В работах [225, 226] отмечено ограничение сектора допусти-
мых направлений распространения магнитостатических волн, а также
получены изочастотные зависимости. В работах [5–8, 11, 12, 15, 16]
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получены дисперсионные соотношения для действительной и мни-
мой частей волнового числа, подробно исследовано его ограничение
как по частоте, так и по абсолютной величине, определены диапазоны
существования диссипативных волн как по частоте, так и по волновому
числу.
Однако все перечисленные работы, где выполнен учет диссипа-

ции в той или иной форме, сделаны в рамках магнитостатического
приближения, то есть содержат все упомянутые выше ограничения,
такому приближению свойственные. Теперь обратимся к рассмотрению
влияния диссипации на дисперсионные свойства гиромагнитной волны.

3.8. Дисперсионное соотношение для гиромагнитной
волны в среде с диссипацией

Будем исходить из общего вида дисперсионного соотношения:

ekdα0 − e−kdα0

ekdα0 + e−kdα0
= 2μα0

β0
, (3.189)

где α0 и β0 определяются выражениями:

α0 = 1
k

√
k2 − k20ε

(
μ2− μ2a

μ

)
; (3.190)

β0 = − μ2 − μ2a + 1

k
√
k2 − k20ε

{
k2 − k20ε

(
μ2 − μ2a + μ

μ2 − μ2a + 1

)}
. (3.191)

В исходном виде оно приведено в разделе 3.6.1, формулы (3.177)–
(3.179). Здесь выполнено некоторое упрощение, полезное для прово-
димых далее преобразований. Для простоты записи формул обозначе-
ние ε‖ заменено на ε.
В среде с диссипацией это соотношение содержит три комплексных

величины: волновое число k и компоненты магнитной проницаемо-
сти μ и μa.
Выполним сначала небольшое преобразование, позволяющее отде-

лить волновое число от компонент проницаемости в явном виде.
Введем вспомогательные обозначения для величин, не зависящих

от k:

A = −k20ε
(
μ2 − μ2a

μ

)
; (3.192)

B = −(μ2 − μ2a + 1
)
; (3.193)

C = −k20ε; (3.194)

D = −k20ε
(
μ2 − μ2a + μ

μ2 − μ2a + 1

)
. (3.195)
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С этими обозначениями α0 и β0 принимают вид:

α0 =
√
k2 + A

k
, (3.196)

β0 =
B
(
k2 +D

)
k
√
k2 + C

. (3.197)

Показатель экспоненты принимает вид:

kdα0 = d
√
k2 +A . (3.198)

Правая часть дисперсионного соотношения принимает вид:

2μα0
β0

= 2μ
B

·
√
k2 +A

√
k2 + C

k2 +D
. (3.199)

Подставляя показатель экспоненты и правую часть в исходное диспер-
сионное соотношение (3.189), после чего умножая числитель и знаме-

натель левой части на ed
√

k2+A , получаем дисперсионное соотношение
при наличии диссипации в окончательном виде:

e2d
√

k2+A − 1
e2d

√
k2+A + 1

= 2μ
B

·
√
k2 +A

√
k2 + C

k2 +D
. (3.200)

В этом соотношении комплексными являются как волновое число k,
так и параметры A, B, C, D.
Представим параметры A, B, C, D в комплексном виде:

A = A′ + iA′′; (3.201)

B = B′ + iB′′; (3.202)

C = C ′ + iC ′′; (3.203)

D = D′ + iD′′, (3.204)

где A′, A′′, B′, B′′, C ′, C ′′, D′, D′′ — действительные.
Из (3.194) видно, что C ′′ = 0, однако для сохранения общности

оставим пока запись параметра C в виде суммы действительной и мни-
мой частей.
Из (3.192)–(3.195) видно, что параметры A, B, C,D содержат ком-

поненты проницаемости μ и μa, которые, в свою очередь, являются
комплексными. Запишем эти компоненты в виде:

μ = μ′ + iμ′′; (3.205)

μa = μ′
a + iμ′′

a, (3.206)

где μ′, μ′′, μ′
a, μ

′′
a — действительные.

В таком виде компоненты тензора проницаемости будут использо-
ваны далее для получения действительных и мнимых частей парамет-
ров A, B, C, D по отдельности.



126 Гл. 3. Дисперсионные свойства гиромагнитной волны в пластине

3.8.1. Получение компонент параметров A, B, C, D

Найдем некоторые промежуточные выражения, входящие в пара-
метры A, B, C,D. Это будет в первую очередь μ2 − μ2a, μ

2 − μ2a + 1,
а также μ2 − μ2a + μ.
Введем вспомогательные выражения:

M1 = (μ′)2 − (μ′′)2 + (μ′′
a)2; (3.207)

M2 = 2(μ′μ′′ − μ′
aμ

′′
a). (3.208)

С использованием этих выражений получаем:

μ2 − μ2a = M1 + iM2; (3.209)

μ2 − μ2a + 1 = (M1 + 1) + iM2; (3.210)

μ2 − μ2a + μ = (M1 + μ′) + i(M2 + μ′′). (3.211)

Подставляя (3.209)–(3.211), а также (3.205) в (3.192)–(3.195) и вы-
полняя разделение действительной и мнимой частей, получаем:

A′ = −k20εM1μ
′ +M2μ

′′

(μ′)2 + (μ′′)2
; (3.212)

A′′ = −k20ε−M1μ
′′ +M2μ

′

(μ′)2 + (μ′′)2
; (3.213)

B′ = −(M1 + 1); (3.214)
B′′ = −M2; (3.215)

C ′ = −k20ε; (3.216)
C ′′ = 0; (3.217)

D′ = −k20ε (M1 + μ′)(M1 + 1) +M2(M2 + μ′′)

(M1 + 1)2 +M 2
2

; (3.218)

D′′ = −k20ε−(M1 + μ′)M2 + (M1 + 1)(M2 + μ′′)

(M1 + 1)2 +M 2
2

. (3.219)

3.8.2. Преобразование квадратного корня
В дисперсионном соотношении (3.200), кроме дроби вида μ/B,

комплексные составляющие присутствуют в виде квадратных корней
из суммы квадрата волнового числа k и одного из параметров A, B, D.
При этом выделение действительной и мнимой частей из этих корней
можно сделать одинаковым образом. Покажем это на примере первого
корня

√
k2 +A .

Рассмотрим выделение действительной и мнимой частей из квад-
ратного корня

√
k2 +A в предположении, что как волновое число k,

так и параметр A являются комплексными.
Представим волновое число k в комплексном виде:

k = η − iξ, (3.220)

где η и ξ — действительные.
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Квадрат волнового числа k равен:

k2 =
(
η2 − ξ2

)− i · 2ηξ. (3.221)

Согласно (3.201), параметр A определяется выражением:

A = A′ + iA′′; (3.222)

Подставляя (3.221) и (3.222) в квадратный корень
√
k2 +A , полу-

чаем: √
k2 +A =

√
aA + ibA , (3.223)

где введены обозначения:

aA = η2 − ξ2 +A′; (3.224)

bA = −2ηξ +A′′. (3.225)

Здесь aA и bA — действительные.
Воспользуемся формулой для квадратного корня из комплексного

числа [227, стр. 19, форм. (58.1)]:

√
a+ ib =

√
a+
√
a2 + b2

2
+ i ·

√
−a+

√
a2 + b2

2
. (3.226)

В соответствии с этой формулой, подставляя значения a и b в соответ-
ствии с (3.223) и (3.224), получаем:

√
k2 +A =

√(
η2 − ξ2 + A′)+

√(
η2 − ξ2 +A′)2 +

( − 2ηξ + A′′)2
2

+

+

√(
η2 − ξ2 + A′)+

√
−(η2 − ξ2 + A′)2 +

(− 2ηξ +A′′)2
2

. (3.227)

Введем обозначения:

gA =

√(
η2 − ξ2 + A′)+

√(
η2 − ξ2 +A′)2 +

( − 2ηξ + A′′)2
2

; (3.228)

hA =

√
−(η2 − ξ2 +A′) +

√(
η2 − ξ2 + A′)2 +

(− 2ηξ +A′′)2
2

. (3.229)

С этими обозначениями получаем:√
k2 +A = gA + ihA. (3.230)

Аналогично представим другой корень и знаменатель выраже-
ния (3.200): √

k2 + C = gC + ihC ; (3.231)

k2 +D = gD + ihD. (3.232)
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Здесь:

gC =

√(
η2 − ξ2 + C ′)+

√(
η2 − ξ2 + C ′)2 +

(− 2ηξ + C ′′)2
2

; (3.233)

hC =

√
−(η2 − ξ2 + C ′) +

√(
η2 − ξ2 + C ′)2 +

( − 2ηξ + C ′′)2
2

, (3.234)

а также:

gD = η2 − ξ2 +D′; (3.235)

hD = −2ηξ +D′′. (3.236)

Выражения (3.228)–(3.229), а также (3.233)–(3.236) являются действи-
тельными.

3.8.3. Преобразование левой части дисперсионного соотношения

Левая часть дисперсионного соотношения (3.200) имеет вид:

F1 = e2d
√

k2+A − 1
e2d

√
k2+A + 1

. (3.237)

Запишем корень в соответствии с (3.230):√
k2 +A = gA + ihA. (3.238)

Подставляя корень (3.238) в показатель экспоненты и выполняя пре-
образование с помощью формулы Эйлера, получаем:

e2d
√

k2+A = e2dgAei2dhA = e2dgA cos(2dhA) + ie2dgA sin(2dhA). (3.239)

Введем обозначения:

C1M = e2dgA cos(2dhA) − 1; (3.240)

C1P = e2dgA cos(2dhA) + 1; (3.241)

C2 = e2dgA sin(2dhA). (3.242)

С этими обозначениями левая часть дисперсионного соотноше-
ния (3.237) принимает вид:

F1 = C1M + iC2
C1P + iC2

. (3.243)

Умножая числитель и знаменатель этой дроби на (C1P − iC2) и выде-
ляя действительную и мнимую части, получаем:

F1 = F11 + iF12, (3.244)
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где введены обозначения:

F11 = C1PC1M + C22

C21P + C22
. (3.245)

F12 =
C2
(
C1P − C1M

)
C21P + C22

. (3.246)

3.8.4. Преобразование правой части дисперсионного
соотношения

Согласно (3.200), правая часть дисперсионного соотношения имеет
вид:

F2 = 2μ
B

·
√
k2 + A

√
k2 + C

k2 +D
. (3.247)

Выделим сначала действительную и мнимую части из первой дро-
би 2μ/B, корней не содержащей.
Запишем μ в комплексном виде:

μ = μ′ + iμ′′. (3.248)

Согласно (3.202), параметр B определяется соотношением:

B = B′ + iB′′. (3.249)

Подставляя (3.248) и (3.249) в искомую дробь и выделяя действитель-
ную и мнимую части, получаем:

2μ
B

= p+ iq, (3.250)

где введены обозначения:

p = 2(μ
′B′ + μ′′B′′)

(B′)2 + (B′′)2
; (3.251)

q = 2(−μ
′B′′ + μ′′B′)

(B′)2 + (B′′)2
, (3.252)

оба из которых являются действительными.
Рассмотрим теперь вторую дробь, входящую в (3.247) и содер-

жащую корни, для которых воспользуемся соотношениями (3.230),
(3.231), (3.232): √

k2 +A = gA + ihA; (3.253)√
k2 + C = gC + ihC ; (3.254)

k2 +D = gD + ihD. (3.255)

Подставляя (3.250) и (3.253)–(3.255) в (3.247), получаем:

F2 = (p+ iq) ·
(
gA + ihA

)(
gC + ihC

)(
gD + ihD

) . (3.256)
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Найдем числитель дроби:(
gA + ihA

)(
gC + ihC

)
= r + is, (3.257)

где введены обозначения:

r = gAgC − hAhC ; (3.258)
s = gAhC + gChA. (3.259)

С учетом (3.257), выражение (3.256) принимает вид:

F2 = (p+ iq)(r + is)

(gD + ihD)
. (3.260)

Выделим действительную и мнимую части в числителе полученной
дроби:

(p+ iq)(r + is) = u+ iv, (3.261)

где введены обозначения:

u = pr − qs; (3.262)
v = ps+ qr. (3.263)

Подставляя (3.261) в (3.260) и выделяя действительную и мнимую
части, получаем:

F2 = F21 + iF22, (3.264)

где введены обозначения:

F21 = ugD + vhD

(gD)2 + (hD)2
; (3.265)

F22 = −uhD + vgD

(gD)2 + (hD)2
. (3.266)

3.8.5. Система уравнений для компонент волнового числа

Итак, получены обе части дисперсионного соотношения (3.200),
позволяющие рассмотреть его в общем виде. При этом волновое число
представлено в комплексном виде (3.220) с компонентами η и ξ, а все
остальные составляющие дисперсионного соотношения выражены че-
рез эти компоненты.
Задачей решения дисперсионного соотношения является нахожде-

ние зависимостей компонент волнового числа η и ξ от частоты Ω, ко-
торая входит в компоненты тензора проницаемости μ и μa. Рассмотрим
далее реализацию этой задачи.
Итак, исходное дисперсионное соотношение (3.200), записанное как

равенство левой и правой частей F1 и F2, имеет вид:

F1 = F2, (3.267)

или:
F1 − F2 = 0, (3.268)
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где согласно (3.244) и (3.264):

F1 = F11 + iF12; (3.269)
F2 = F21 + iF22. (3.270)

С помощью этих обозначений записываем (3.268) в виде:

(F11 − F21) + i(F12 − F22) = 0. (3.271)

Комплексное число равно нулю только в том случае, если его
действительная и мнимая части по отдельности равны нулю. То есть
из одного уравнения (3.271), получаем систему двух уравнений:

F11 − F21 = 0; (3.272)
F12 − F22 = 0. (3.273)

Это — система двух уравнений для действительной и мнимой
компонент волнового числа η и ξ, которые, согласно (3.220), входят
в эту систему через посредство выражений (3.230)–(3.232) с уче-
том (3.233)–(3.236), а также (3.212)–(3.219) с учетом (3.205)–(3.211).
При этом компоненты проницаемости μ и μa содержатся в выражениях
(3.192)–(3.195).

3.8.6. Структура полученной системы уравнений

Рассмотрим структуру полученных уравнений несколько более
подробно. Так, с помощью (3.245), (3.246), (3.265), (3.266) запи-
шем (3.272) и (3.273) в виде:

C1PC1M + C22

C21P + C22
− ugD + vhD

(gD)2 + (hD)2
= 0; (3.274)

C2(C1P − C1M )

C21P + C22
− −uhD + vgD

(gD)2 + (hD)2
= 0; (3.275)

Здесь, согласно (3.240), (3.241), (3.242), параметры C1P , C1M , C2
определяются через параметры gA и hA.
Согласно (3.262), (3.263), параметры u и v определяются через

параметры p, q, r, s, которые, согласно (3.251), (3.252), (3.258), (3.259),
определяются через параметры gA, gC , gD, hA, hC , hD, а также пара-
метры μ′, μ′′ и B′, B′′.
То есть все входящие в выражения в явном виде параметры, опре-

деляются через параметры gA, gC , gD, hA, hC , hD, определяемые
формулами (3.228), (2.233), (3.235), (3.229), (3.234), (3.236), которые
в свою очередь определяются через действительные A′, B′, C ′, D′
и мнимые A′′, B′′, C ′′, D′′ части параметров A, B, C, D, определяемые
формулами (3.192), (3.193), (3.194), (3.195), которые выражены через
компоненты тензора магнитной проницаемости μ и μa.
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Таким образом, все входящие в уравнения (3.274) и (3.275) пара-
метры, кроме искомых компонент волнового числа η и ξ, могут быть
выражены через компоненты тензора магнитной проницаемости μ и μa,
которые в общем случае имеют комплексный характер:

μ = μ′ + iμ′′, (3.276)

μa = μ′
a + iμ′

a. (3.277)

Заметим, что комплексный характер μ в виде формулы (3.248) уже
использовался ранее при вычислении правой части исходного диспер-
сионного соотношения (3.200).
Итак, совместное решение системы уравнений (3.274) и (3.275)

относительно компонент волнового числа η и ξ позволяет найти эти
компоненты выраженными через компоненты тензора проницаемости μ
и μa, которые задаются частотой, параметрами материала, поля и пара-
метром затухания прецессии намагниченности. Эти компоненты в рам-
ках линейного приближения получены в разделе 2.2.2. Приведем здесь
краткую сводку основных результатов.

3.8.7. Тензор магнитной проницаемости

В разделе 2.2.2 получен тензор магнитной проницаемости в ви-
де (2.35):

↔
μ =

⎛
⎝ μ iμa 0
−iμa μ 0
0 0 1

⎞
⎠. (3.278)

Компоненты этого тензора в линейном приближении имеют вид (2.36),
(2.37):

μ =
(
Ω2H − Ω2

)(
Ω2H − Ω2 + ΩH

)
RS

− iα
Ω
(
Ω2H + Ω2

)
RS

. (3.279)

μa =
Ω
(
Ω2H − Ω2

)
RS

− iα
2Ω2ΩH

RS
, (3.280)

где RS определяется выражением (2.32):

RS =
(
Ω2H − Ω2

)2 + α2
(
2ΩΩH

)2
, (3.281)

а нормированные частоты определяются формулами (2.26), (2.27):

Ω = ω

4πγM0
; (3.282)

ΩH = H0
4πM0

. (3.283)

При малом затухании на расстоянии от резонанса, соответствую-
щего условию Ω = ΩH , выражение RS может быть приведено к виду:

RS → (Ω2H − Ω2
)2
. (3.284)
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В таком приближении μ и μa удобно представить в виде суммы дей-
ствительной и мнимой частей:

μ = μ′ + iμ′′; (3.285)

μa = μ′
a + iμ′′

a, (3.286)

где:

μ′ = Ω2H − Ω2 + ΩH

Ω2H − Ω2
; (3.287)

μ′′ = −αΩ
(
Ω2H + Ω2

)
(
Ω2H − Ω2

)2 ; (3.288)

μ′
a = Ω

Ω2H − Ω2
; (3.289)

μ′′
a = −α 2Ω2ΩH(

Ω2H − Ω2
)2 . (3.290)

В дальнейшем рассмотрении для компонент проницаемости будем ис-
пользовать эти выражения. При этом влияние диссипации будет реали-
зовываться за счет мнимых компонент проницаемости (3.285), (3.286),
содержащих действительные величины μ′′ и μ′′

a.

3.9. Универсальный характер полученного решения
и его упрощенный вариант

Приведенный здесь вывод системы уравнений для действительной
и мнимой частей волнового числа (3.274)–(3.275) является универсаль-
ным в том отношении, что он не зависит от того, рассматривается ли
полная электродинамика или лишь магнитостатическое приближение.
Для перехода к магнитостатическому приближению в полученных

уравнениях достаточно положить скорость света стремящейся к беско-
нечности, то есть k0 → 0.
Контрольная проверка еще на уровне соотношения (3.189) с па-

раметрами (3.190), (3.191) показывает идентичность получаемых вы-
ражений приведенным в работах [6–8]. То же относится к выраже-
ниям (3.274)–(3.275), то есть приведенное здесь решение полностью
переходит в закон дисперсии для магнитостатических волн в рамках
классической задачи Дэймона–Эшбаха.
Приведенный в работах [6–8] вывод дисперсионного соотношения

в магнитостатическом приближении, выполненный тем же путем реше-
ния граничной задачи, как и приведенный в работе [9] вывод в рамках
полной электродинамики, позволяет полученную систему двух уравне-
ний, подобную (3.274)–(3.275), разделить на два уравнения, каждое
из которых зависит только от одной компоненты волнового числа η
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или ξ. Выполняемое далее численное решение каждого из полученных
независимых уравнений методом поиска нуля, позволяет по отдельно-
сти получить законы дисперсии для действительной и мнимой частей
волнового числа.
В настоящей задаче в рамках полной электродинамики такое раз-

деление простыми приемами, использованными в работах [6–8], по-
видимому, не реализуемо, поэтому для получения законов дисперсии
для действительной и мнимой частей волнового числа требуется чис-
ленно решать систему (3.274)–(3.275) выполняя поиск нуля одновре-
менно по двум параметрам η и ξ.
Поскольку за один проход можно варьировать только одну пе-

ременную η или ξ, то другая в этот момент должна быть задана
постоянной. При этом последовательное варьирование сначала одной,
а затем другой переменной при заданной частоте позволит найти две
зависимости одной переменной от другой — первой от второй и второй
от первой, точка пересечения которых и даст значения обеих пере-
менных, соответствующие заданной частоте. Задание частоты в опре-
деленном диапазоне ее изменения позволит найти зависимости обеих
переменных от частоты по отдельности, то есть законы дисперсии для
действительной и мнимой частей волнового числа.
Можно полагать, что использование описанной процедуры будет

крайне громоздким, поэтому в рамках настоящей работы ограничимся
далее лишь вычислением закона дисперсии для действительной части
волнового числа численным методом на основе поиска нуля, опираясь
непосредственно на дисперсионное соотношение (3.189)–(3.191).
Для этого вычислим дисперсионное соотношение в рамках описан-

ных процедур с учетом комплексного характера проницаемости, вплоть
до разделения действительной и мнимой частей, после чего возьмем
только одну действительную часть, нуль которой и будем искать. В ре-
зультате будет получен закон дисперсии только для действительной
части в пренебрежении добавок, вносимых мнимой частью. Очевидно,
что такое приближение допустимо только в рамках достаточно ма-
лых значений диссипации, причем при стремлении затухания к нулю
закон дисперсии должен переходить в закон дисперсии в магнитоста-
тическом приближении, то есть стремиться к классическому решению
задачи Дэймона–Эшбаха. К реализации подобной программы перейдем
далее.

3.10. Общая схема решения дисперсионного
соотношения

Рассмотрим теперь закон дисперсии более подробно. Прежде всего,
следуя [9], отметим характерные частоты, следующие из анализа рас-
ходимостей выражений для магнитной восприимчивости. Пример тако-
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го анализа можно найти в работах [1, 2]. При параметрах H = 437,5 Э,
4πM0 = 1750 Гс, γ = 2,8 МГц · Э−1 эти частоты равны:

f1 = γH = 1225 МГц; (3.291)

f2 = γ
√
H
(
H + 4πM0

)
= 2739 МГц; (3.292)

f3 = γ
(
H + 2πM0

)
= 3675 МГц; (3.293)

f4 = γ
√

(H + 2πM0)2 + (2πM0)2 = 4417 МГц; (3.294)

f5 = γ(H + 4πM0) = 6125 МГц. (3.295)

Интервал существования классической поверхностной волны Дэй-
мона–Эшбаха заключен между частотами f2 и f3. В области между
частотами f3 и f4 магнитостатическое приближение дает существо-
вание обратной поверхностной волны диссипативного типа, то есть
существующее только в среде с затуханием [5–8]. Другие решения
магнитостатическое приближение получить не позволяет.
Процедура поиска нуля состоит в определении изменения знака

дисперсионного соотношения при изменении варьируемого параметра
с последующим уточнением полученного значения путем уменьшения
шага варьирования до величины, требуемой желаемой точностью.
Следуя такой процедуре, подобно [9], будем следить за изменением

знака дисперсионного соотношения (3.189), то есть функции

W (k) = ekdα0 − e−kdα0

ekdα0 + e−kdα0
− 2μα0

β0
, (3.296)

где под k будем подразумевать лишь действительную часть волнового
числа. Как отмечено выше, такое приближение не позволит найти
закон дисперсии для мнимой части волнового числа, однако даст воз-
можность определить характерные свойства дисперсии действительной
части волнового числа и значительно упростит вычисления, ограничи-
вая их поиском нуля лишь по одной переменной.

3.11. Дисперсия для действительной части
волнового числа

Обратимся сначала к получению закона дисперсии для действи-
тельной части волнового числа, причем случаи отсутствия и наличия
диссипации рассмотрим отдельно.

3.11.1. Дисперсия в отсутствие диссипации

В этом случае решение методом поиска нуля в отсутствие дис-
сипации (α = 0) приводит к картине, показанной на рис. 3.8. Этот
рисунок, с точностью до масштаба по горизонтальной оси, повторяет
рис. 3.4, приведенный в разделе 3.6.3, причем нумерация кривых в этом
случае — та же.
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Рис. 3.8. Области различных знаков дисперсионного соотношения (3.198) в от-
сутствие диссипации. Здесь и далее нумерация кривых пояснена в тексте.

Параметры: H0 = 437,5 Э, 4πM0 = 1750 Гс, d = 15 мкм, ε = 1, α = 0

Кривые на рисунке построены путем задания частоты с определен-
ным шагом и изменения волнового числа от нуля до 2 см−1. При этом
регистрировался знак функции W (k), задаваемой формулой (3.296).
Таким образом, зачерненные и светлые области соответствуют различ-
ным знакам выражения (3.296), так что в пределах областей того или
другого цвета знак этого выражения сохраняется, а на границах —
меняется на противоположный.
Из рисунка можно видеть, что в полной электродинамике, кроме

основной ветви поверхностной волны 1, существует также другая по-
верхностная ветвь 2, расположенная выше по частоте.
При учете диссипации в этой области существует диссипативная

ветвь, имеющая обратный характер [5–8].
Кривая 2, представляющая собой правую границу зачерненной об-

ласти между частотами f2 и f4, также соответствует ветви прямых
волн, лежащей выше классической ветви Дэймона–Эшбаха.
Однако на левой границе той же области дисперсионное соотно-

шение также меняет знак. В области частот выше f4, кроме того еще
и на правой границе зачерненных областей, знак функции W (k) также
изменяется.
В окрестности частоты f1, по-видимому, также имеет место изме-

нение знака, связанное с особенностями μ и μa вблизи частоты фер-
ромагнитного резонанса. Однако оно происходит здесь дважды в очень
узком интервале изменения волнового числа, вследствие чего зачернен-
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ная область сливается в единую линию. Ввиду незначительности своего
проявления, здесь тонкая структура этой линии более подробно не ис-
следовалась.
Во всем представленном на рис. 3.11 интервале частот можно

видеть, что вариации знака в ту или иную сторону имеют место на
прямой линии 3, проходящей через нуль частоты и волнового числа.
Такой закон дисперсии соответствует распространению волны в сво-
бодном пространстве со скоростью света.
Следует отметить, что слева от этой прямой также имеются линии 4

и 5, на которых функция W (k) меняет знак. Эти линии соответ-
ствуют случаю, когда фазовая скорость волны превышает скорость
света. Можно полагать, что с физической стороны эти линии являются
нереализуемыми, так как согласно специальной теории относительно-
сти [218–221] в свободном пространстве групповая скорость распро-
странения волны, совпадающая в этом случае с ее фазовой скоростью,
значения скорости света превышать не может. В работе [9] показано,
что при увеличении диэлектрической проницаемости ε прямая 3 на-
клоняется в правую сторону, в результате чего ветви 4 и 5 частично
выходят за границу, соответствующую скорости света в свободном
пространстве, так что могут в какой-то степени реализоваться. Более
подробно этот вопрос рассмотрен далее.

3.11.2. Влияние диссипации среды

Рассмотрим теперь, что происходит с приведенной картиной в слу-
чае среды, обладающей диссипацией. Обратимся к рис. 3.9, где изобра-
жены зависимости, подобные приведенным на рис. 3.8, с тем отличием,
что здесь параметр затухания α задан равным 0,5.
Из рисунка видно, что здесь в основном сохранились те же ветви,

что и в отсутствие затухания. Эти ветви пронумерованы теми же
цифрами. Так, ветвь 1, отвечающая классической задаче Дэймона–
Эшбаха, не изменилась совсем. Ветвь 2, соответствующая высокоча-
стотной ветви поверхностных волн, лежащих по частоте выше ветви
Дэймона–Эшбаха, если и изменилась, то в весьма малой степени.
Ветвь 3, соответствующая электромагнитной волне в свободном про-
странстве, никаких изменений не претерпела. Однако ветви 4 и 5 де-
формировались в значительно большей степени. Так, ветвь 4 сохранила
свой ход только в низкочастотной части, но выше по частоте, где-то
посередине области своего первоначального существования, изогнулась
наверх и затем пошла в обратную сторону, образуя ветвь обратных
волн, подходящую высокочастотным концом к частоте f5, где в от-
сутствие затухания эта ветвь заканчивалась, оставаясь на всем своем
протяжении ветвью прямых волн. Ветвь 5 перестала исходить от ча-
стоты f5, где она соответствовала нулевому волновому числу и теперь
перенесла свое начало на той же частоте на волновое число, соответ-
ствующее волне в свободном пространстве (ветвь 3). Из этой точки
ветвь 5 повернула в сторону меньших волновых чисел в сопровождении
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Рис. 3.9. Области различных знаков дисперсионного соотношения (3.189) при
наличии диссипации с параметром затухания α, равном 0,5. Все остальные

параметры совпадают с принятыми при построении рис. 3.8

роста по частоте, что придало обратный характер ее волне. Дойдя до
волнового числа около 0,5 см−1 и частоты около 6600 МГц, эта ветвь
изменяет свое направление снова в сторону увеличения волновых чисел
и далее продолжает свою высокочастотную часть подобно такой ветви
в отсутствие затухания.
Таким образом, ветви 4 и 5, изменяя свое направление в окрест-

ности частоты f5, образуют два участка обратных волн, разделенных
запрещенным промежутком шириной порядка 200 МГц, начинающимся
с частоты f5.
Кроме перечисленных ветвей в низкочастотной области образова-

лись две дополнительные ветви, одна вблизи частоты ε и другая выше
этой частоты примерно на 500 МГц. Низшая из этих ветвей соответ-
ствует расходимости выражений для компонент проницаемости α и ε
вблизи частоты, соответствующей α. Причина второй ветви в явном
виде из структуры обеих компонент проницаемости не просматривает-
ся, однако возможной причиной может быть прохождение через нуль
выражения f2, присутствующего в знаменателе второго слагаемого
выражения для f4 вида (3.191). Точная причина появления и структуры
этой второй ветви требует более подробного рассмотрения, выходящего
за рамки настоящей работы.

3.11.3. Дисперсионные кривые

Рассмотрим теперь дисперсионные кривые, соответствующие грани-
цам областей, приведенных на рис. 3.8 и рис. 3.9.
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Рис. 3.10. Дисперсионные кривые для соотношения (3.189) в отсутствие дисси-
пации (сплошные линии) и при параметре затухания, равном 0,5 (пунктирные

линии)

Обратимся к рис. 3.10, где соответствующие кривые приведены
вместе для наилучшей возможности сравнения. При этом сплошные
линии и номера без штрихов соответствуют отсутствию диссипации,
а пунктирные линии и номера со штрихами соответствуют параметру
затухания ε, равному 0,5.
Параметры совпадают с принятыми при построении рис. 3.8

и рис. 3.9.
Из рисунка можно видеть, что сплошные и пунктирные линии для

кривых 1 и 1′ полностью совпадают, то есть при малых значениях
волнового числа (по крайней мере, начиная со значения 0,7 см−1,
задаваемого кривой 3), решение задачи Дэймона–Эшбаха для поверх-
ностных волн в рамках магнитостатики и полной электродинамики от
величины диссипации не зависит. Сплошные и пунктирные линии для
кривых 2 и 2′ также, если и отличаются, то весьма незначительно, так
что и для второй ветви поверхностных волн дисперсия от диссипации
практически не зависит. Кривые 3 и 3′ полностью совпадают, так
как они описывают одну и ту же дисперсию электромагнитных волн
в свободном пространстве. Кривые 4 и 4′ более или менее близки
только на низкочастотном участке, а кривые 5 и 5′ близки на высокоча-
стотном. Между этими участками кривые 4′ и 5′ сильно раздвигаются,
образуя за счет диссипации значительную область аномальной диспер-
сии, подобную известной в оптике [153, 228]. В отсутствие затухания
кривые 4 и 5 заканчиваются точно на частоте α, так что их концы,
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соответствующие этой частоте, по волновому числу сильно различают-
ся (нуль для кривой 5 и около 1,2 см−1 для кривой 4). При увеличении
параметра диссипации раздвижка по частоте между этими кривыми
растет, но по волновому числу меняется мало, оставаясь довольно
большой.
Низкочастотные ветви на частоте α и выше на 500 МГц, отме-

ченные ранее при рассмотрении рис. 3.9, имеют место только при
наличии диссипации. Можно полагать, что, поскольку они вызваны
расходимостью дисперсионного соотношения на этих частотах, то в от-
сутствие диссипации соответствующие им резонансные линии по ча-
стоте настолько узки, что примененный при расчете шаг по частоте
(10 МГц) их разрешить не может, тогда как при наличии диссипации
резонансная кривая расширяется и разрешение становится возможным.
На более высокочастотной из этих кривых в области пересечения
с кривой 3 наблюдается раздвижка ветвей, характерная для аномаль-
ной дисперсии.

3.12. Влияние диэлектрической проницаемости
на дисперсию гиромагнитной волны

Рассмотрим теперь, что происходит с дисперсионными свойствами
гиромагнитной волны в среде с диссипацией при изменении диэлектри-
ческой проницаемости.
Обратимся к рис. 3.11, где показаны дисперсионные кривые, подоб-

ные приведенным на рис. 3.10 (пунктирные линии), с тем отличием,
что там диэлектрическая проницаемость ε равна единице, здесь же
она положена равной 10.
Из рисунка видно, что общий характер кривых в основном со-

хранился, однако имеет место смещение всех кривых в направлении
увеличения волнового числа. Кривая 3, соответствующая электромаг-
нитной волне в отсутствие намагниченности, но при диэлектрической
проницаемости, равной 10, сильно отклонена в правую сторону отно-
сительно кривой 3′, соответствующей волне в свободном пространстве.
Подобным образом смещены направо все остальные кривые. Для кри-
вых 1 и 2 при сохранении подобия просто произошло смещение начала
в сторону больших значений волнового числа: с 0,6 см−1 на 2,0 см−1.
Подобное смещение по горизонтали претерпели также кривые 4 и 5,

однако здесь примечательно отметить, что теперь они выдвинулись
за границу, определяемую кривой 3′, причем кривая 5 выдвинулась
вся целиком, а у кривой 4 выдвинулся участок, соответствующий
ее повороту в сторону меньших значений волнового числа, то есть
соответствующий обратным волнам.
Таким образом, в отличие от случая, соответствующего ε = 1, где

реализация кривых 4 и 5 не представлялась возможной (из-за нару-
шения общего постулата теории относительности), здесь, то есть при
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Рис. 3.11. Дисперсионные кривые для соотношения (3.189) при диэлектриче-
ской проницаемости ε = 10 и параметре затухания α = 0,5. Остальные пара-
метры построения совпадают с принятыми при построении рис. 3.8 и рис. 3.9

ε = 10, возможность реализации появляется. Очевидно, выход каких-то
участков кривых 4 и 5 за пределы кривой 3′, возможен только при
достижении диэлектрической проницаемостью определенного критиче-
ского значения, различного для этих кривых. Так, нижний участок кри-
вой 5 выдвигается сразу, как только диэлектрическая проницаемость
начинает превышать единицу, тогда как верхний ее участок и правая
выпуклость кривой 4 требуют несколько больших конечных значений
проницаемости. Поскольку характер кривых 4 и 5 сильно зависит от
параметра затухания (как это видно из рис. 3.10), то критические
значения диэлектрической проницаемости также будут сильно зависеть
от параметра затухания. Более подробное рассмотрение этого вопроса
авторы оставляют для будущих исследований.

3.13. Дисперсия гиромагнитной волны при больших
волновых числах

Проведенное выше рассмотрение касается малых значений волно-
вых чисел, где имеет место близость между длинами волн в магнитной
среде и в свободном пространстве. Однако в работах [5–9, 11, 12, 15,
16, 222–226] показано, что при достаточно больших волновых числах
диссипация приводит к ограничению предельного значения волнового
числа и появлению ветви обратных диссипативных волн. Рассмотрим
с той же точки зрения закон дисперсии гиромагнитной волны в среде
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с диссипацией при волновых числах, значительно превышающих рас-
смотренные ранее, где длину волны в среде можно считать на несколь-
ко порядков меньше длины волны в свободном пространстве.
Обратимся к рис. 3.12, где показаны дисперсионные кривые для

соотношения (3.189) при диэлектрической проницаемости ε = 1 и па-
раметре затухания α = 0,5 в интервале волновых чисел от нуля
до 250 см−1. Нумерация кривых — та же, что на предыдущих ри-
сунках. Здесь кривая 1 соответствует ветви поверхностных волн типа
Дэймона–Эшбаха, кривая 2 — дополнительной ветви поверхностной
волны, лежащей выше по частоте, кривая 3 — электромагнитной
волне в свободном пространстве (эта кривая совпадает с левым краем
рисунка).

Рис. 3.12. Дисперсионные кривые для соотношения (3.189) при диэлектриче-
ской проницаемости ε = 1 и параметре затухания α = 0,5. Остальные парамет-
ры построения совпадают с принятыми при построении на рис. 3.8 и рис. 3.9

Из рисунка можно видеть, что волна типа Дэймона–Эшбаха, на-
чинаясь на частоте f2, претерпевает ограничение по волновому числу
на уровне около 220 см−1, причем с этого значения дисперсионная
кривая загибается вверх и поворачивает обратно к частоте f4, вливаясь
в продолжение кривой 2 на рис. 3.10. То есть здесь роль диссипативной
ветви играет продолжение кривой 2, имеющее обратный характер.
Таким образом, можно полагать, что качественный характер пове-

дения дисперсии гиромагнитной волны в диссипативной среде подобен
таковому для волны типа Дэймона–Эшбаха в приближении магнито-
статики.
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Для более подробного количественного сравнения обратимся
к рис. 3.13, где показаны дисперсионные кривые 1, 2, 3, построенные
по соотношению (3.189) при тех же условиях, что на рис. 3.12, а также
для сравнения приведены кривая 1′, соответствующая соотношению
Дэймона–Эшбаха без диссипации, и кривая 1”, соответствующая
соотношению Дэймона–Эшбаха, с диссипацией, полученному в магни-
тостатическом приближении.

Рис. 3.13. Дисперсионные кривые для соотношения (3.189) при диэлектри-
ческой проницаемости ε = 1 и параметре затухания α = 0,5 (кривые 1–3),
а также кривые для соотношения Дэймона–Эшбаха в полном (1′) и магнито-
статическом (1′′) приближениях. Остальные параметры построения совпадают

с принятыми при построении на рис. 3.8 и рис. 3.9

Из рисунка можно видеть, что соотношение (3.189), полученное
в рамках полной электродинамики, в отсутствие диссипации дает ту
же самую кривую 1′, что и соотношение Дэймона–Эшбаха, полученное
в магнитостатическом приближении также без диссипации. В обоих
случаях получается одна и та же кривая 1′, полностью совпадающая.
То есть в отсутствие диссипации в области достаточно больших вол-
новых чисел, как полная электродинамика, так и магнитостатическое
приближение дают один и тот же закон дисперсии.
При наличии диссипации, то есть при α = 0,5, полная электродина-

мика дает кривую 1, а магнитостатическое приближение — кривую 1′′
(показана пунктиром). Обе они на начальном участке до волнового
числа порядка 50 см−1 близко совпадают, проходя несколько выше
бездиссипативной кривой 1′. Однако далее кривая 1′′ обрывается, давая
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начало диссипативной ветви, которая здесь не реализуется из-за до-
вольно большого затухания, тогда как кривая 1 продолжается вплоть
до волнового числа порядка 220 см−1, после чего переходит на дисси-
пативную ветвь 2.
Отсутствие диссипативной ветви в магнитостатическом приближе-

нии, по-видимому, здесь связано с ограничением применимости маг-
нитостатики на частотах выше предельной частоты кривой Дэймона–
Эшбаха. Более подробно вопрос об условиях, когда диссипативная
ветвь отсутствует, рассмотрен в работах [5–8], где определены области
ее существования в зависимости от параметра затухания.
В качестве заметного расхождения следует отметить различие пре-

дельных значений волнового числа, даваемых в том и другом прибли-
жениях. Так, приближение магнитостатики дает около 50 см−1, тогда
как полная электродинамика приводит к значению 220 см−1, большему
примерно в четыре раза.
Можно предположить две причины такого различия. Во-первых,

оба приближения используют укороченные значения компонент тензо-
ра магнитной проницаемости вида (2.39), (2.40), что затрудняет точное
определение ограничения в магнитостатическом приближении из-за
разрыва дисперсионных кривых на частоте, соответствующей такому
ограничению. При этом дисперсионная кривая асимптотически прибли-
жается к этой частоте, допуская определенный произвол определению
точки обрыва. То есть в магнитостатическом приближении ограниче-
ние получается несколько заниженным. Во-вторых, задача в рамках
полной электродинамики требует поиска нуля по обеим компонентам
комплексного волнового числа, что, как отмечено выше, требует зна-
чительной затраты вычислительных ресурсов, поэтому в рамках насто-
ящей работы выполнен поиск только по одной действительной компо-
ненте. То есть такое приближение допустимо только при достаточно
малых значениях параметра затухания. Можно полагать, что более
подробный учет мнимой компоненты приведет к уточненным кривым
и для действительной компоненты волнового числа. Более подробному
выяснению этого вопроса авторы предполагают посвятить отдельную
работу.

Выводы по главе 3

Данная глава посвящена рассмотрению дисперсионных свойства
электромагнитных волн, распространяющихся в касательно намагни-
ченной ферритовой пластине, обладающей гиротропными свойствами.
Получены дисперсионные соотношения для действительной и мнимой
частей волнового числа. Определены частотные области существования
прямых и обратных волн, в том числе ограничение по волновому числу.
Рассмотрена дисперсия волн при больших волновых числах.
Основные вопросы, освещаемые в настоящей главе, сводятся к сле-

дующим.
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1. В рамках полной электродинамики рассмотрены дисперсионные
свойства электромагнитных волн, распространяющихся в касатель-
но намагниченной ферритовой пластине, обладающей бигиротропными
свойствами. В декартовой системе координат записаны выражения для
тензоров диэлектрической и магнитной проницаемостей в бигиротроп-
ной среде при условии совпадения осей гиротропии обоих тензоров.
Приведены общие уравнения электродинамики для среды, обладаю-
щей гиромагнитными свойствами. Показано, что гиротропный характер
тензоров проницаемостей позволяет сформировать из общих уравне-
ний электродинамики единую систему, состоящую из двух связанных
уравнений второго порядка волнового типа, содержащих компоненты
электрического и магнитного полей, направленные воль оси гиротро-
пии. Отмечено, что путем исключения одной из компонент того или
другого поля полученную систему можно свести к одному уравнению
четвертого порядка, содержащему смешанные производные по коорди-
натам, перпендикулярным оси гиротропии.
2. С целью упрощения задачи рассмотрен частный случай отсут-

ствия зависимости полей от координаты, соответствующей оси гиро-
тропии. Показано, что в этом случае полная система уравнений рас-
падается на два независимых уравнения, каждое из которых содержит
лишь одно из полей, параллельных оси гиротропии. Показано, что
каждое из этих уравнений описывает волну, распространяющуюся пер-
пендикулярно оси гиротропии, причем нормальные к оси гиротропии
компоненты полей каждой из таких волн полностью определяются той
из них, которая параллельна оси гиротропии.
3. Волна, для которой нормальные к оси гиротропии компонен-

ты электрического поля определяются параллельной оси гиротропии
компонентой магнитного поля, названа гироэлектрической. Волна, для
которой нормальные к оси гиротропии компоненты магнитного поля
определяются параллельной оси гиротропии компонентой электриче-
ского поля, названа гиромагнитной. В силу важнейшей роли ферритов
в технике сверхвысоких частот, где волна имеет преимущественно
гиромагнитный характер, дальнейшее рассмотрение посвящено свой-
ствам именно гиромагнитных волн.
4. В геометрии задачи Дэймона–Эшбаха для касательно намаг-

ниченной ферритовой пластины рассмотрено общее волновое урав-
нение для гиромагнитной волны. Отмечено, что в такой геометрии
ось гиротропии совпадает с направлением постоянного поля и также
лежит в плоскости пластины. Получено полное решение волнового
уравнения как внутри ферритовой пластины, так и в окружающих ее
двух свободных полупространствах. Записаны граничные условия на
поверхностях пластины, состоящие в равенстве касательных компонент
полей и нормальных компонент индукции. Путем подстановки получен-
ного решения в граничные условия получена система уравнений для
амплитуд компонент полей волны во всех трех областях пространства.
Из условия нетривиальности решения полученной системы найдено
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дисперсионное соотношение для гиромагнитной волны, выраженное
через компоненты волнового вектора, перпендикулярные к поверхно-
стям пластины. На основе единства компонент волны внутри и вне
ферритовой пластины, получены соотношения, связывающие эти ком-
поненты волнового вектора с волновым числом волны, распространя-
ющейся вдоль плоскости пластины перпендикулярно оси гиротропии.
С помощью этих соотношений исходное дисперсионное соотношение
приведено к виду, по структуре подобному соотношению Дэймона–
Эшбаха, связывающему частоту магнитостатической волны с волновым
числом в направлении ее распространения. Показано, что параметры
полученного дисперсионного соотношения имеют специфический ха-
рактер, отличающий их от соотношения Дэймона–Эшбаха наличием
дополнительных слагаемых, отсутствующих в приближении магнито-
статики.
5. На основе полученного дисперсионного соотношения численным

методом поиска нуля построены дисперсионные кривые для гиромаг-
нитной волны во всем диапазоне ее частот от нуля до бесконечно-
сти. Путем сравнения с классическим соотношением Дэймона–Эшбаха
показано, что приближение магнитостатики совпадает с рассмотрени-
ем в рамках полной электродинамики только в области достаточно
больших волновых чисел, соответствующих длине магнитостатической
волны значительно меньшей, чем длина электромагнитной волны той
же частоты.
6. Рассмотрены особенности дисперсии гиромагнитной волны в фер-

ритовой пластине при малых значениях волнового числа, когда длина
гиромагнитной волны имеет тот же порядок, что и длина электромагнит-
ной волны в свободном пространстве. Показано, что в полном диапазоне
частот от нуля до бесконечности имеется полоса, где гиромагнитная вол-
на имеет поверхностный характер, а выше и ниже этой полосы — объ-
емный характер. В пределах полосы поверхностного характера волны
обнаружены две ветви — низкочастотная и высокочастотная, причем
низкочастотная соответствует магнитостатической волне Дэймона–Эш-
баха, а высокочастотная в магнитостатическом приближении отсут-
ствует. В области объемных волн отмечен их предельный характер
по волновому числу, ограниченный скоростью света в свободном про-
странстве.
7. Рассмотрена деформация дисперсионных кривых в случае от-

личного от единицы значения диэлектрической проницаемости среды.
Показано, что дисперсионные кривые, сохраняя полосовой частотный
характер, по волновому числу сдвигаются в сторону его увеличения
с коэффициентом, пропорциональным квадратному корню из значения
диэлектрической проницаемости. Отмечено, что при увеличении ди-
электрической проницаемости ограничение волнового числа пределом
скорости света частично преодолевается, что приводит к появлению
дополнительных ветвей спектра объемных гиромагнитных волн, лежа-
щих по частоте выше обеих ветвей поверхностных волн.



3.13. Выводы по главе 3 147

8. Рассмотрены особенности дисперсионного соотношения для сре-
ды, обладающей диссипацией. Диссипация введена через учет в урав-
нении Ландау–Лифшица диссипативного члена Гильберта с соответ-
ствующим параметром затухания. В линейном приближении получены
компоненты тензора магнитной проницаемости, содержащие действи-
тельную и мнимую части. Показано, что компоненты проницаемости
в первом приближении можно представить в виде, действительная
часть которого от диссипации не зависит, а мнимая прямо пропорцио-
нальна параметру затухания.
9. Дисперсионное соотношение приведено к виду, содержащему

квадрат волнового числа в сочетании с компонентами, от волнового
числа не зависящими. Полное соотношение представлено в комплекс-
ном виде, содержащем действительную и мнимую части, сумма кото-
рых равна нулю. Равенство нулю каждой из этих частей позволило
получить систему уравнений для действительной и мнимой частей
волнового числа, содержащих компоненты тензора магнитной проница-
емости.
10. Установлен универсальный вид полученной системы уравнений,

означающий, что она в равной степени отвечает как полной электро-
динамике, так и магнитостатическому приближению. Отмечено, что
в магнитостатическом приближении систему можно разделить на два
уравнения, каждое из которых содержит только одну из компонент
волнового числа — действительную или мнимую. Численное решение
полученных независимых уравнений методом поиска нуля позволяет
получить закон дисперсии для действительной и мнимой частей вол-
нового числа по отдельности.
11. По причине высокой сложности поиска нуля по двум перемен-

ным, предложен упрощенный вариант, состоящий в выделении из пол-
ного дисперсионного соотношения действительной части, для которой
осуществляется поиск нуля при варьировании только действительной
части волнового числа.
12. Рассмотрены дисперсионные кривые в случаях отсутствия и на-

личия диссипации. Отмечено, что в отсутствие диссипации дисперси-
онные кривые, кроме обычной ветви поверхностной волны типа Дэй-
мона–Эшбаха, имеют еще одну ветвь, лежащую выше по частоте. Рас-
смотрены особенности дисперсии гиромагнитной волны в ферритовой
пластине при малых значениях волнового числа. Показано, что в пол-
ном диапазоне частот от нуля до бесконечности имеется полоса, где
гиромагнитная волна имеет поверхностный характер, а выше и ниже
этой полосы — объемный характер. В пределах полосы поверхностного
характера волны обнаружены две ветви — низкочастотная и высоко-
частотная, причем низкочастотная соответствует магнитостатической
волне Дэймона–Эшбаха, а высокочастотная в магнитостатическом при-
ближении отсутствует. В области объемных волн, лежащей выше вол-
ны типа Дэймона–Эшбаха, отмечены две ветви прямых волн, имеющие
по волновому числу предельный характер, ограниченный скоростью
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света в свободном пространстве. Показано, что при наличии дисси-
пации характер ветвей типа Дэймона–Эшбаха меняется мало, однако
обе ветви прямых волн, лежащие выше частоты Дэймона–Эшбаха, по-
ворачивают в сторону, противоположную первоначальному изменению,
образуя участки обратных волн. Отмечено взаимное расталкивание
ветвей этих волн, образующее запрещенную зону, характерную для
аномальной дисперсии, известной в оптике.
13. Показано, что при диэлектрической проницаемости, равной еди-

нице, обе эти ветви целиком лежат в области волновых чисел, ограни-
ченной скоростью света в свободном пространстве, то есть в физиче-
ском отношении не реализуются. При диэлектрической проницаемости
большей единицы эти ветви смещаются в сторону больших волновых
чисел, так что значительная часть их, в том числе участки обратных
волн, становится реализуемой.
14. Рассмотрены дисперсионные кривые для гиромагнитной волны

в среде с диссипацией в области больших значений волновых чисел.
Показано, что ветвь типа Дэймона–Эшбаха имеет ограничение по вол-
новому числу, подобное таковому, получаемому в магнитостатическом
приближении. При увеличении частоты выше соответствующей пре-
дельному значению волнового числа, эта ветвь поворачивает в строну
меньших значений волнового числа, образуя участок волн обратного
характера. По мере уменьшения волнового числа эта ветвь смыкается
с высокочастотной ветвью, лежащей выше ветви Дэймона–Эшбаха.
Отмечено некоторое различие между характером ограничения по вол-
новому числу в магнитостатическом приближении и в рамках полной
электродинамики. В качестве возможной причины такого различия
отмечен недостаточный учет влияния мнимой составляющей волнового
числа.



Гл а в а 4

ДИСПЕРСИОННЫЕ СВОЙСТВА
МАГНИТОСТАТИЧЕСКИХ ВОЛН В КАСАТЕЛЬНО

НАМАГНИЧЕННОЙ ПЛАСТИНЕ ФЕРРИТА
С ДИССИПАЦИЕЙ

Настоящая глава посвящена рассмотрению дисперсионных свойства
магнитостатических волн, распространяющихся в касательно намагни-
ченной ферритовой пластине, обладающей гиротропными свойствами
и диссипацией. В приближении магнитостатики рассмотрены диполь-
ные волны без учета обмена и динамического размагничивания. В от-
личие от предыдущей главы, где рассматриваются относительно длин-
ные волны, требующие учета кроме магнитного также и электрического
поля, здесь внимание сосредоточено на коротких волнах, в которых
магнитное поле в сравнении с электрическим настолько велико, что
электрическим полем можно пренебречь. Основное внимание уделено
влиянию диссипации на закон дисперсии магнитостатической волны.
Дисперсионное соотношение приведено к структуре, подобной клас-
сическому соотношению Дэймона–Эшбаха. Отмечено ограничение по
максимальной величине волнового числа.
Основной ход изложения следует [5–8], а необходимые дополни-

тельные ссылки указываются в тексте.

4.1. Общий характер дисперсии в среде с диссипацией

В главе 2 (раздел 2.8) в геометрии касательно намагниченной
ферритовой пластины получено дисперсионное соотношение для маг-
нитостатической волны, распространяющейся в отсутствие диссипа-
ции. Рассмотрим теперь, какие особенности в закон дисперсии вно-
сит наличие диссипации. Прежде всего следует учесть, что в среде
с диссипацией волновое число должно иметь комплексный характер, то
есть кроме колебательного процесса с постоянной амплитудой должен
присутствовать сомножитель, амплитуда которого по мере распростра-
нения волны будет падать. Далее, поскольку волновое число будет
содержать действительную и мнимую компоненты, то и дисперсионных
соотношений должно быть два, по одному для каждой компоненты.
Рассмотрим эти особенности более подробно.
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4.1.1. Общая геометрия задачи
Будем рассматривать задачу в той же геометрии, что и ранее.

Общая схема геометрии, используемой далее, показана на рис. 4.1.
Можно видеть, что она с точностью до обозначений совпадает с пред-
ставленной на рис. 2.1. Здесь она приведена еще раз для удобства
рассмотрения.

Рис. 4.1. Общая геометрия задачи

Ферритовая пластина толщины d намагничена в плоскости полем H.
Декартова система координат Oxyz выбрана таким образом, что ее нача-
ло, точка O, находится на середине толщины пластины, плоскость Oyz
параллельна плоскости пластины, а ось Ox ей перпендикулярна. При
этом координаты плоскостей пластины по оси Ox равны ±d/2. Ось Oz
ориентирована вдоль поля H. Далее рассматриваются поверхностные
магнитостатические волны (ПМСВ), распространяющиеся вдоль верх-
ней поверхности пластины при x = d/2. Волновой вектор k лежит
в плоскости Oyz и составляет угол ϕ с осью Oy, вектор групповой
скорости g лежит в той же плоскости и составляет угол ψ с осью Oy.

4.1.2. Дисперсионное соотношение в отсутствие диссипации
В разделе 2.5, посвященном решению классической задачи Дэймо-

на–Эшбаха, показано, что основное дисперсионное соотношение для
поверхностных магнитостатических волн в отсутствие затухания имеет
вид (2.207):

ei2ρ − e−i2ρ

ei2ρ + e−i2ρ
= ke

x (ξ2 − ξ1)

(ke
x)2 − ξ1ξ2

, (4.1)

где:

ρ = ki
x · d
2
; (4.2)

ξ1 = iμki
x + νky; (4.3)

ξ2 = −iμki
x + νky, (4.4)
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причем:
ke

x = k; (4.5)

ki
x = ikϑ, (4.6)

а компоненты тензора проницаемости определяются формулами:

μ = 1+ ΩH

Ω2H − Ω2
; (4.7)

ν = Ω

Ω2H − Ω2
, (4.8)

в которых Ω и ΩH имеют вид (2.26), (2.27).
Входящий в (4.24) параметр ϑ при произвольном направлении рас-

пространения волны имеет вид (2.212):

ϑ =

√
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

μ
. (4.9)

Замечание. Из сравнения (4.9) с формулой (2.212) можно ви-
деть, что введенный здесь параметр ϑ тождественен используемому
в классической задаче Дэймона–Эшбаха параметру α. Здесь для него
введено новое буквенное обозначение ϑ, чтобы не путать с параметром
затухания Гильберта, который традиционно обозначается через α.
Приведенное здесь соотношение (4.1) является универсальным

в том отношении, что оно получено без какого-либо предположения
о структуре компонент тензора магнитной проницаемости μ и ν. В от-
сутствие диссипации они определятся формулами (4.7)–(4.8), а при
наличии затухания следует использовать выражения

μ = 1+ 4πχ; (4.10)
ν = χa, (4.11)

где χ и χa определяются формулами (4.23) и (4.24), явный вид которых
будет рассмотрен далее.

4.1.3. Магнитная восприимчивость в среде с затуханием
Для описания движения вектора намагниченности в среде с поте-

рями будем пользоваться уравнением Ландау–Лифшица с диссипатив-
ным членом в форме Гильберта [40–42, 206]:

∂m

∂t
= −γ · [m × He] + α ·

[
m × ∂m

∂t

]
, (4.12)

где m = M/M0 — нормированный вектор намагниченности, M0 —
намагниченность насыщения, γ — гиромагнитная постоянная (γ > 0),
α — параметр затухания, He — эффективное поле, равное:

He = − 1
M0

· ∂U
∂m
, (4.13)

где U — плотность магнитной энергии, в рассматриваемой геометрии
равная:

U = −M0hxmx −M0hymy −M0H0mz + 2πM2
0m

2
x. (4.14)
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Решение уравнения (4.1) в приближении малого затухания (то есть
при α� 1) дает компоненты тензора восприимчивости в виде, получа-
емом из (2.30), (2.31):

χ = 1
4π

·
{

ΩH

Ω2H − Ω2
− i · αΩ

(
Ω2H + Ω2

)
(
Ω2H − Ω2

)2
}
; (4.15)

χa = 1
4π

·
{

Ω

Ω2H − Ω2
− i · α 2Ω2ΩH(

Ω2H − Ω2
)2
}
, (4.16)

где в соответствии с (2.26), (2.27) введены нормированные частоты:

Ω = ω

4πγM0
; (4.17)

ΩH = H0
4πM0

. (4.18)

Запишем эти компоненты в укороченном виде, для чего, подоб-
но [5, 28], введем вспомогательные обозначения:

A = ΩH

Ω2H − Ω2
; (4.19)

B = Ω

Ω2H − Ω2
; (4.20)

C =
Ω
(
Ω2H + Ω2

)
(
Ω2H − Ω2

)2 ; (4.21)

D = 2Ω2ΩH(
Ω2H − Ω2

)2 . (4.22)

В этом случае в обозначениях (4.19)–(4.22) компоненты восприимчи-
вости (4.15)–(4.16) принимают вид:

χ = 1
4π

· (A− i · αC); (4.23)

χa = 1
4π

· (B − i · αD). (4.24)

Таким образом, формулы (4.23)–(4.24) представляют собой искомую
укороченную запись компонент восприимчивости, которая использует-
ся далее.

4.1.4. Упрощенное преобразование параметра ϑ в случае
комплексного волнового числа

Будем полагать, что среда является изотропной, а волны возбуж-
даются пространственно локализованным источником, колеблющимся
с заданной частотой ω. Пусть волновое число является комплексным:

k = η − iξ, (4.25)

где η и ξ — действительные постоянные (η > 0 и ξ > 0).
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Приведем вариант упрощенной записи параметра ϑ в приближении
малого затухания при учете комплексного характера волнового числа.
Согласно (4.9), при произвольном угле ϕ параметр ϑ в знаменате-

ле подкоренной дроби содержит величину μ, в отсутствие затухания
определяемую соотношением (4.7). Однако из сравнения (4.7) с (4.15)
можно видеть, что при α = 0 параметр μ принимает вид:

μ = 1+ 4πχ. (4.26)

При учете затухания надо использовать полное выражение для χ,
в укороченном виде определяемое соотношением (4.23). При этом по-
лучаем параметр ϑ в виде:

ϑ =

√
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

(1+A) − iαC
. (4.27)

В подкоренном выражении освободимся от мнимости в знаменателе
дроби и выделим по отдельности действительную и мнимую части:

cos2 ϕ+ sin2 ϕ

(1+ A) − iαC
=
[
cos2 ϕ+ (1+ A) sin2 ϕ

(1+A)2 + α2C2

]
+

+ i · αC sin2 ϕ

(1+ A)2 + α2C2
. (4.28)

Из численных оценок величин A и C (4.19)–(4.21) видно, что на
частотах выше ΩH хотя бы на ∼ 10% при α � 1 второе слагаемое
в знаменателе этих дробей всегда намного меньше первого, так что им
по сравнению с первым можно пренебречь. При этом получаем:

cos2 ϕ+ sin2 ϕ

(1+ A) − iαC
= 1+A cos2 ϕ

1+ A
+ i · αC sin2 ϕ

(1+ A)2
. (4.29)

Подставляя это выражение в (4.27), получаем:

ϑ =

√
1+A cos2 ϕ

1+A
+ i · αC sin2 ϕ

(1+A)2
. (4.30)

Для разделения действительной и мнимой частей этого выражения
воспользуемся формулой квадратного корня из комплексного числа:

√
a+ ib = ±

(√
a+
√
a2 + b2

2
+ i ·

√
−a+

√
a2 + b2

2

)
. (4.31)

Параметр ϑ содержится в дисперсионном соотношении (2.222) толь-
ко в виде произведения ϑ · cth(kdϑ) подобно α в (2.212). Можно видеть,
что при изменении знака ϑ это произведение не меняется, то есть
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знак перед скобками в правой части (4.31) безразличен. Поэтому для
простоты можно взять «плюс», в результате чего получаем:

ϑ =

√
a+
√
a2 + b2

2
+ i ·

√
−a+

√
a2 + b2

2
, (4.32)

где:

a = 1+A cos2 ϕ

1+ A
; (4.33)

b = αC sin2 ϕ

(1+A)2
. (4.34)

Найдем подкоренное выражение внутреннего корня:

a2 + b2 = (1+A cos2 ϕ)2

(1+ A)2
+ α2C2 sin4 ϕ

(1+ A)4
. (4.35)

Здесь также при учете (4.19) и (4.21) можно видеть, что в случае α� 1
при удалении от ΩH хотя бы на ∼ 10% второе слагаемое становится
значительно меньше первого, так что им можно пренебречь. При этом
получаем внутренний корень выражения (4.31) в виде:√

a2 + b2 = 1+A cos2 ϕ

1+ A
. (4.36)

Здесь при извлечении корня оставлен знак «плюс», так как предельное
значение ϑ (4.30) при ϕ → 0 в случае плюса дает ϑ|ϕ=0 = 1, как это
получается при параллельно-перпендикулярной геометрии, принятой
в работах [5, 28], тогда как в случае минуса ϑ|ϕ=0 = −i, что случаю
принятой там геометрии противоречит.
Подставляя (4.36) в (4.32) и выполняя сложение, можно видеть, что

второе слагаемое в формуле (4.32) обращается в нуль, в результате
чего получаем:

ϑ =

√
1+ A cos2 ϕ

1+ A
. (4.37)

Здесь величина A, определяемая формулой (4.19), отрицательна
и меньше единицы, а cos2 ϕ также всегда меньше или равен единице,
так что как числитель, так и знаменатель подкоренной дроби всегда
положительны, то есть рассчитываемое по этой формуле значение ϑ
всегда действительное.
Подставляя значение A в соответствии с (4.19), получаем

ϑ =

√
Ω2H − Ω2 + ΩH cos2 ϕ

Ω2H − Ω2 + ΩH

. (4.38)

Напомним, что в соответствии с (4.28), такое представление ϑ до-
статочно справедливо лишь на частотах, которые выше

√
ΩH(ΩH + 1)

хотя бы на ∼ 10%. При этом значение ϑ является действительным
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и при ϕ = 0 обращается в единицу [5, 28]. В то же время, наибольший
интерес представляет рассмотрение дисперсии ПМСВ вблизи часто-
ты, большей этого значения примерно в полтора раза, где ожидается
ограничение предельного значения волнового числа, поэтому представ-
ление (4.37)–(4.38) в этом случае можно считать вполне правомерным.

4.1.5. Общий вид волновой функции и дисперсионного
соотношения в случае комплексного волнового числа

Предположим, что волновая функция имеет вид:

u(ω, r, t) = u0|r=0 · e−ξr · ei(ωt−ηr), (4.39)

то есть волна распространяется в положительном направлении коор-
динаты r, отсчитываемой от источника, причем в процессе распро-
странения амплитуда волны уменьшается по экспоненте с показателем,
пропорциональным мнимой части волнового числа ξ.
Длина волны λ определяется соотношением:

ηλ = 2π, (4.40)

то есть не меняется и задается действительной частью волнового
числа η.
Аналогично [5, 28], примем определение «дисперсионного соотно-

шения для действительной части волнового числа» в виде:

R(ω, η) = 0, (4.41)

где R — функция, определяемая параметрами среды, в том числе
параметром затухания.
Кроме этого потребует рассмотрения соотношение между часто-

той ω и мнимой частью волнового числа ξ:

G(ω, ξ) = 0, (4.42)

которое будем называть «дисперсионным соотношением для мнимой
части волнового числа».

4.2. Дисперсионное соотношение для действительной
части волнового числа

Итак, будем исходить из дисперсионного соотношения в виде (4.1):

ei2ρ − e−i2ρ

ei2ρ + e−i2ρ
= ke

x(ξ2 − ξ1)

(ke
x)2 − ξ1ξ2

, (4.43)

где в соответствии с (4.2)–(4.6):

i2ρ = −kdϑ; (4.44)
−i2ρ = kdϑ, (4.45)
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а параметры ξ1 и ξ2, будучи записанными через компоненты восприим-
чивости χ и χa, согласно (4.3)–(4.4), имеют вид

ξ1 = −k · [(1+ 4πχ)ϑ− 4πχa cosϕ]; (4.46)
ξ2 = k · [(1+ 4πχ)ϑ+ 4πχa cosϕ]. (4.47)

Входящие в (4.43) промежуточные соотношения, содержащие ξ1
и ξ2, имеют вид:

ξ2 − ξ1 = 2k · (1+ 4πχ)ϑ; (4.48)

ξ1ξ2 = −k2
[
ϑ2 + 8πχϑ2 + 16π2

(
χ2ϑ2 − χ2a cos2 ϕ

)]
. (4.49)

В таком виде дисперсионное соотношение получено без какого-либо
предположения о действительном или комплексном характере входя-
щих в него величин, то есть имеет наиболее общий вид. Для учета
затухания надо волновое число k, параметр ϑ и компоненты воспри-
имчивости χ и χa записать в комплексном виде. С целью упрощения
дальнейших вычислений, введем вспомогательные обозначения левой
и правой частей дисперсионного соотношения (4.43):

V = ei2ρ − e−i2ρ

ei2ρ + e−i2ρ
; (4.50)

W = ke
x(ξ2 − ξ1)

(ke
x)2 − ξ1ξ2

. (4.51)

В этих обозначениях дисперсионное соотношение (4.43) имеет вид:

V = W. (4.52)

Подставляя (4.44)–(4.49) в (4.50)–(4.51), получаем:

V = e−kdϑ − ekdϑ

e−kdϑ + ekdϑ
; (4.53)

W = 2(1+ 4πχ)ϑ

1+ ϑ2 + 8πχϑ2 + 16π2
(
χ2ϑ2 − χ2a cos2 ϕ

) . (4.54)

Выполним преобразование этих частей по отдельности.

4.2.1. Преобразование левой части дисперсионного соотношения

Преобразуем сначала левую часть дисперсионного соотноше-
ния (4.52), имеющую вид (4.53). В этом выражении волновое число k
является комплексным:

k = η − i · ξ. (4.55)

Подставляя в показатели экспонент комплексное волновое число в ви-
де (4.55) и пользуясь формулой Эйлера, получаем:

ekdϑ = eηdϑ
[
cos(ξdϑ) − i sin(ξdϑ)

]
; (4.56)

e−kdϑ = e−ηdϑ
[
cos(ξdϑ) + i sin(ξdϑ)

]
. (4.57)
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Подставляя (4.55)–(4.57) в (4.53) и приводя подобные члены, получаем:

V =
(
e−ηdϑ − eηdϑ) cos(ξdϑ) + i

(
e−ηdϑ + eηdϑ) sin(ξdϑ)(

e−ηdϑ + eηdϑ) cos(ξdϑ) + i
(
e−ηdϑ − eηdϑ) sin(ξdϑ)

. (4.58)

Освобождаемся от мнимости в знаменателе:

V =
e−2ηdϑ − e2ηdϑ + i4 sin

(
ξdϑ
)
cos
(
ξdϑ
)

e−2ηdϑ + e2ηdϑ + 2
[
cos2(ξdϑ) − sin2(ξdϑ)

] . (4.59)

Пользуясь формулами двойного угла и выделяя действительную и мни-
мую части в явном виде, получаем:

V = e−2ηdϑ − e2ηdϑ

e−2ηdϑ + e2ηdϑ + 2 cos(2ξdϑ)
+ i

2 sin(2ξdϑ)

e−2ηdϑ + e2ηdϑ + 2 cos(2ξdϑ)
. (4.60)

4.2.2. Преобразование правой части дисперсионного
соотношения

Преобразуем теперь правую часть дисперсионного соотноше-
ния (4.52), имеющую вид (4.54):

W = 2(1+ 4πχ)ϑ

1+ ϑ2 + 8πχϑ2 + 16π2
(
χ2ϑ2 − χ2a cos2 ϕ

) . (4.61)

В это выражение входят компоненты тензора восприимчивости, с точ-
ностью до первой степени параметра α, имеющие вид (4.23)–(4.24),
с учетом обозначений (4.19)–(4.22), а параметр ϑ в том же приближе-
нии является действительным и определяется выражением (4.41).
Подставляя (4.23)–(4.24), выполняя действия и отбрасывая слагае-

мые, содержащие α2, получаем:

W = 2(1+ A)ϑ− i2αCϑ[
1+ (1+A)2ϑ2 −B2 cos2 ϕ

]− i2α
[
C(1+A)ϑ2 −BD cos2 ϕ

] . (4.62)
Введем еще одну группу вспомогательных обозначений:

E = 2(1+A)ϑ; (4.63)
F = 2Cϑ; (4.64)

G = 1+ (1+A)2ϑ2 −B2 cos2 ϕ; (4.65)

H = 2
[
C(1+A)ϑ2 −BD cos2 ϕ

]
. (4.66)

Можно видеть, что, согласно действительности ϑ, а также A, B, C, D,
эти выражения также являются действительными.
В обозначениях (4.63)–(4.66) правая часть (4.62) принимает вид:

W = E − iαF

G− iαH
. (4.67)

Освобождаясь от мнимости в знаменателе, получаем:

W = E

G
+ iα

EH − FG

G2
. (4.68)
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Для упрощения дальнейших вычислений введем еще некоторые
дополнительные обозначения:

F1 = E

G
; (4.69)

F2 = EH − FG

G2
, (4.70)

причем в соответствии с действительностью E, F , G, H, выражения F1
и F2 также являются действительными.
В этих обозначениях (4.67) принимает вид:

W = F1 + iαF2. (4.71)

Итак, здесь F1 и F2 определяются выражениями (4.69) и (4.70),
входящие в них величины E, F , G, H — выражениями (4.63)–(4.66),
которые в свою очередь определяются через частоты посредством выра-
жений (4.19)–(4.22) и (4.37)–(4.38). Таким образом, выражения F1 и F2
полностью определяются частотами ΩH и Ω в сочетании с заданным
значением угла ϕ.

4.2.3. Полное дисперсионное соотношение
Теперь, когда левая и правая части дисперсионного соотношения

получены, запишем его полностью. Чтобы не создавать излишней гро-
моздкости записи, выражения (4.69) и (4.70) оставим в сокращенном
виде. Итак, подставляя (4.60) и (4.71) в (4.52), получаем:

e−2ηdϑ − e2ηdϑ

e−2ηdϑ + e2ηdϑ + 2 cos(2ξdϑ)
+

+ i
2 sin(2ξdϑ)

e−2ηdϑ + e2ηdϑ + 2 cos(2ξdϑ)
= F1 + iαF2. (4.72)

Группируя действительную и мнимую части по отдельности, получаем:{
e−2ηdϑ − e2ηdϑ

e−2ηdϑ + e2ηdϑ + 2 cos(2ξdϑ)
− F1

}
+

+ i

{
2 sin(2ξdϑ)

e−2ηdϑ + e2ηdϑ + 2 cos(2ξdϑ)
− αF2

}
= 0. (4.73)

Приравнивая действительную и мнимую части этого выражения
к нулю, получаем систему двух уравнений:

e−2ηdϑ − e2ηdϑ

e−2ηdϑ + e2ηdϑ + 2 cos(2ξdϑ)
= F1; (4.74)

2 sin(2ξdϑ)

e−2ηdϑ + e2ηdϑ + 2 cos(2ξdϑ)
= αF2. (4.75)

Правые части этих уравнений содержат только частоты Ω и ΩH .
В левые части входят только действительная и мнимая компоненты
волнового числа η и ξ.
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Поскольку частота ΩH задана постоянным полем (как параметр
среды), то есть неизменна, полученные уравнения можно рассматри-
вать как систему, связывающую три переменных Ω, η и ξ. Поскольку
переменных три, а уравнений всего два, то одна из переменных может
быть задана произвольно. В соответствии с условием задачи (волна
постоянной частоты спадает в пространстве), частоту Ω будем считать
заданной. Тогда (4.74)–(4.75) обращается в систему двух уравнений
относительно η и ξ.
Положим, что основу будущего дисперсионного соотношения, со-

держащего только действительную часть волнового числа η и часто-
ту Ω, должно составить первое уравнение (4.74), которое, однако,
содержит еще и ξ в виде cos(2ξdϑ). Чтобы исключить из первого
уравнения мнимую компоненту волнового числа ξ, надо выразить ее из
второго уравнения (4.75) через действительную компоненту η и функ-
цию F2. Это вполне можно сделать, так как F2 зависит только от
частоты и компонент волнового числа не содержит. Таким образом,
из второго уравнения (4.75) надо найти cos(2ξdϑ), который затем
и будет подставлен в первое уравнение.
Введем еще некоторые вспомогательные обозначения:

a = e−2ηdϑ + e2ηdϑ

2
= ch(2ηdϑ); (4.76)

b = α · F2; (4.77)
x = 2ξdϑ. (4.78)

С этими обозначениями уравнение (4.75) принимает вид:

sin(x)

a+ cos(x)
= b. (4.79)

Выражая синус через косинус и возводя в квадрат, получаем уравнение
для cos(x):

(1+ b2) cos2(x) + 2ab2 cos(x) +
(
a2b2 − 1) = 0. (4.80)

Это уравнение — квадратное. Его решение имеет вид:

cos(x) = −ab2 ±
√
b2 − a2b2 + 1

1+ b2
. (4.81)

Подставляя обозначения (4.76)–(4.78) и учитывая соотношение:

ch2(ψ) − sh2(ψ) = 1, (4.82)

где ψ — произвольное число, получаем:

cos(2ξdϑ) =
−α2F 22 ch(2ηdϑ) ±

√
1− α2F 22 sh2(2ηdϑ)

1+ α2F 22
. (4.83)
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Подставляя это выражение в (4.74), получаем искомое дисперси-
онное соотношение для действительной части волнового числа задачи
Дэймона–Эшбаха в среде с затуханием в виде:

e−2ηdϑ − e2ηdϑ

e−2ηdϑ + e2ηdϑ + 2
−α2F 22 ch(2ηdϑ) ±

√
1− α2F 22 sh2(2ηdϑ)

1+ α2F 22

− F1 = 0. (4.84)

Преобразуя первое слагаемое (4.84) с помощью определений гипер-
болических функций, это соотношение можно записать в несколько
более компактном виде:

sh(2ηdϑ)
(
1+ α2F 22

)
ch(2ηdϑ) ±

√
1− α2F 22 sh2(2ηdϑ)

+ F1 = 0. (4.85)

Освобождаясь от дроби, получаем:

sh(2ηdϑ)
(
1+ α2F 22

)
+ F1

[
ch(2ηdϑ) ±

√
1− α2F 22 sh2(2ηdϑ)

]
= 0.
(4.86)

Это дисперсионное соотношение зависит только от η и Ω через
функции F1 и F2, которые определяются выражениями (4.69)–(4.70),
куда ΩH входит как параметр.
Как будет показано в следующем разделе, знак «плюс» здесь со-

ответствует прямым ПМСВ, переходящим в отсутствие диссипации
в классическое соотношение Дэймона–Эшбаха [1, 2, 114], а знак «ми-
нус» соответствует обратным диссипативным ПМСВ, классического
аналога не имеющим.
В явном виде относительно η или Ω это уравнение, по-видимому,

не разрешается. Чтобы построить зависимость Ω от η в численном
виде, его можно разрешить, задавая с определенным шагом волновое
число η и находя на каждом шаге частоту Ω с помощью алгоритма
поиска нуля.

Замечание. Из структуры соотношений (4.84)–(4.86) можно ви-
деть, что они содержат параметр α во второй степени. Следуя логике
линейного приближения, слагаемые, содержащие α2, следовало бы
опустить. Однако очевидно, что в этом случае затухание из задачи
будет полностью исключено, так как какие-либо члены, содержащие α
в первой степени, в выражениях (4.84)–(4.86) отсутствуют. Поэтому
с целью учета затухания слагаемые с α2 должны быть сохранены.
Квадрат же получился из-за того, что в основе нахождения диспер-
сионного соотношения лежит система уравнений (4.74)–(4.75), в кото-
рую α входит в первой степени в составе сочетания (αF2). Далее эта
система сводится к квадратному уравнению (4.80), решение которого
и приводит к возведению упомянутого сочетания в квадрат без первой
степени параметра α.
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4.2.4. Оценка предельных значений частот при типичных
параметрах эксперимента

Правомерность отбрасывания слагаемых, возникающих в (4.15)–
(4.16) при освобождении от мнимости в знаменателе, требует количе-
ственной проверки.
Для проведения таковой рассмотрим сначала более простой случай

отсутствия затухания, позволяющий разрешить соотношение (4.84)–
(4.86) относительно частоты Ω в явном виде. Действительно, при α = 0
дисперсионное соотношение (4.85) принимает вид:

sh(2ηd)
ch(2ηd) ± 1 +

2
(
Ω2H − Ω2 + ΩH

)
2
(
Ω2H − Ω2 + ΩH

)
+ 1

= 0. (4.87)

Решение этого уравнения относительно частоты Ω имеет вид:

Ω =

√
Ω2H + ΩH + β(±)

2
(
1+ β(±)) , (4.88)

где β(±) — вспомогательное обозначение, равное:

β(±) = sh(2ηd)
ch(2ηd) ± 1 . (4.89)

Из (4.88)–(4.89) видно, что зависимость нормированной частоты Ω
от действительной части волнового числа η имеет две ветви, соответ-
ствующие знакам «плюс» и «минус».
Предельные значения частот обеих ветвей, определяемых этим дис-

персионным соотношением при η → 0 и η → ∞ имеют вид:
Знак «ПЛЮС»:

η → 0, при этом β(+) = 0:

Ω(+)
∣∣
η→0 =

√
ΩH (ΩH + 1) ; (4.90)

f (+)
∣∣
η→0 = γf ·

√
H(H + 4πM0) ; (4.91)

η → ∞, при этом β(+) = 1:

Ω(+)
∣∣
η→∞ =

√
ΩH(ΩH + 1) + 1

4
; (4.92)

f (+)
∣∣
η→∞ = γf (H + 2πM0); (4.93)

Знак «МИНУС»:
η → 0, при этом β(−) → ∞:

Ω(−)
∣∣
η→0 =

√
ΩH(ΩH + 1) + 1

2
; (4.94)

f (−)
∣∣
η→0 = γf

√
(H + 2πM0)2 + (2πM0)2 ; (4.95)
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η → ∞, при этом β(−) = 1:

Ω(−)
∣∣
η→∞ =

√
ΩH(ΩH + 1) + 1

4
; (4.96)

f (−)
∣∣
η→∞ = γf (H + 2πM0). (4.97)

Пользуясь этими формулами, вычислим значения частот при типич-
ных параметрах эксперимента (см. напр. [1, стр. 125–135], [2, стр. 125–
155] и др.): H = 437,5 Э, 4πM0 = 1750 Гс, так что ΩH = 0,2500.
При этом характерные частоты границ областей существования пря-
мых и обратных (диссипативных) ПМСВ [5, 28] получаются равными:

Ω(+)
∣∣
η→0 = 0,5590, f (+)

∣∣
η→0 = 2,7392 ГГц; (4.98)

Ω(+)
∣∣
η→∞ = 0,7500, f (+)

∣∣
η→∞ = 3,6750 ГГц; (4.99)

Ω(−)
∣∣
η→0 = 0,9014, f (−)

∣∣
η→0 = 4,4168 ГГц; (4.100)

Ω(−)
∣∣
η→∞ = 0,7500, f (−)

∣∣
η→∞ = 3,6750 ГГц. (4.101)

Можно видеть, что имеются всего три граничных значения нормиро-
ванных частот:

Ω1 = Ω(+)
∣∣
η→0 = 0,5590; (4.102)

Ω2 = Ω(+)
∣∣
η→∞ = Ω(−)

∣∣
η→∞ = 0,7500; (4.103)

Ω3 = Ω(−)
∣∣
η→0 = 0,9014, (4.104)

соответствующие линейным частотам:

f1 = f (+)
∣∣
η→0 = 2,7392 ГГц; (4.105)

f2 = f (±)
∣∣
η→∞ = 3,6750 ГГц; (4.106)

f3 = f (−)
∣∣
η→0 = 4,4168 ГГц. (4.107)

При этих частотах получаем следующие значения параметров (4.19)–
(4.22) (индексы параметров соответствуют индексам частот):

A1 = −1,0000; A2 = −0,5000; A3 = −0,3333; (4.108)
B1 = −2,2362; B2 = −1,5000; B3 = −1,2018; (4.109)
C1 = 3,3543; C2 = 1,8750; C3 = 1,4021; (4.110)
D1 = 2,5000; D2 = 1,1250; D3 = 0,7222. (4.111)

Из этих оценок видно, что при принятых типичных условиях экспе-
римента все параметры (4.108)–(4.111) имеют величину порядка еди-
ницы, поэтому слагаемые, получаемые при освобождении (4.15)–(4.16)
от мнимости в знаменателе, пропорциональные α, где α � 1, в любом
случае будут превышать такие же слагаемые, пропорциональные α2.
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Таким образом, отбрасывание слагаемых, пропорциональных α2,
в рамках линейного приближения по α можно считать вполне допу-
стимым.

4.2.5. Предельный переход к соотношению Дэймона–Эшбаха

Рассмотрим теперь, как полученное решение соотносится с классиче-
ским дисперсионным соотношением задачи Дэймона–Эшбаха [1, 2, 114].
В отсутствие затухания, то есть при α = 0, из (4.86) получаем:

sh(2ηdϑ) + F1 [ch(2ηdϑ) ± 1] = 0. (4.112)

Рассмотрим сначала знак «плюс». В этом случае с помощью формул
для гиперболических функций двойного угла это соотношение можно
привести к виду:

th(ηdϑ) = −F1. (4.113)

Здесь F1 определяется формулой (4.69) с учетом (4.63), (4.65):

F1 = 2(1+A)ϑ

1+ (1+ A)2ϑ2 −B2 cos2 ϕ
, (4.114)

где A и B определяются формулами (4.19), (4.20).
Полученное при решении задачи Дэймона–Эшбаха [1, 2, 114] дис-

персионное соотношение без учета затухания для изотропной ферри-
товой пластины со свободными поверхностями, намагниченной в плос-
кости, с точностью до обозначений, имеет вид (2.222):

β − 1− 2μϑ cth(ηdϑ) = 0. (4.115)

или:
th(ηdϑ) = 2μϑ

β − 1 , (4.116)

где входящие в это выражение параметры определяются формула-
ми (2.212), (2.216).
Подстановка (2.212)–(2.216) в (4.116) показывает тождество вы-

ражений (4.113) и (4.116), что доказывает выполнение предельного
перехода полученного решения (4.86) со знаком «плюс» при α → 0
к решению классической задачи Дэймона–Эшбаха, полученному без
учета затухания.
Рассмотрим теперь в выражении (4.112) знак «минус». Выполняя

аналогичные преобразования, получаем:

th(ηdϑ) = − 1
F1
. (4.117)

Можно видеть, что это выражение при α → 0 к соотношению
Дэймона–Эшбаха (4.116) не сводится, то есть предельный переход не
имеет места. С другой стороны, согласно работам [5, 28], посвящен-
ным случаю ϕ = 0, решение с минусом соответствует дисперсионному
соотношению для обратных диссипативных волн.
Можно полагать, что в рассматриваемом здесь случае произволь-

ного значения ϕ (в пределах угла отсечки), волны, описываемые
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соотношением (4.117), также являются диссипативными. Как показано
в тех же работах, диссипативные волны имеют место только при
наличии затухания, тогда как в классической задаче Дэймона–Эшбаха
затухание отсутствует, поэтому диссипативная ветвь не реализуется,
что и проявляется в отсутствии соответствующего решения.

4.3. Дисперсионное соотношение для мнимой части
волнового числа

В проводимом рассмотрении волновое число k предполагается ком-
плексным в виде (4.25). Полученное в разделе 4.2.3 дисперсионное
соотношение (4.86) связывает частоту Ω с действительной частью вол-
нового числа η, которая определяет только длину распространяющейся
волны, но не содержит информации о ее амплитуде. В среде с дисси-
пацией амплитуда волны по мере распространения уменьшается, что
определяется мнимой частью волнового числа ξ. Получим теперь связь
между частотой Ω и мнимой частью волнового числа ξ, которую будем
называть «дисперсионным соотношением для мнимой чисти волнового
числа».

4.3.1. Выделение из полного дисперсионного соотношения части,
соответствующей мнимой компоненте волнового числа

Получение дисперсионного соотношения в общем случае базирует-
ся на решении системы уравнений (4.74)–(4.75). Правые части этих
уравнений содержат только частоты Ω и ΩH . В левые части входят
только действительная и мнимая компоненты волнового числа η и ξ.
При заданной частоте Ω эта система связывает две неизвестных —

действительную и мнимую компоненты волнового числа η и ξ. В разде-
ле 4.2.3 из этой системы была исключена неизвестная ξ, что позволило
свести ее к одному уравнению с одной неизвестной η (4.86), представ-
ляющему собой дисперсионное соотношение для действительной части
волнового числа, общий вид которого представлен формулой (4.41).
Исключение из системы (4.74)–(4.75) другой неизвестной η позволя-
ет получить одно уравнение относительно другой неизвестной ξ, что
и даст дисперсионное соотношение для мнимой части волнового числа,
которое будет иметь вид (4.42).
Выполним теперь такое исключение, для чего с целью упрощения

выкладок сначала введем вспомогательные обозначения:

y = e2ηdϑ; (4.118)
g = sin(x); (4.119)
h = cos(x), (4.120)

где x определяется соотношением:

x = 2ξdϑ. (4.121)
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В этих обозначениях система (4.74)–(4.75) принимает вид:
1

y
− y

1

y
− y + 2h

= F1; (4.122)

2g
1

y
− y + 2h

= αF2. (4.123)

Освобождаясь в этих уравнениях от дробей, приведем ту же систему
к виду:

(F1 + 1)y2 + 2hF1y + (F1 − 1) = 0; (4.124)

αF2y
2 + 2(αF2h− g)y + αF2 = 0. (4.125)

Совокупность выражений (4.124)–(4.125) представляет собой систе-
му двух квадратных уравнений относительно y, содержащую кроме ча-
стоты Ω также η и ξ. Для того, чтобы получить соотношение между Ω
и ξ типа (4.5), из полной системы надо исключить η. Из (4.118)–(4.120)
можно видеть, что в уравнения (4.124)–(4.125) величина η входит толь-
ко через посредство y, поэтому из системы (4.124)–(4.125) достаточно
исключить y.
В отсутствие затухания, то есть при α = 0, второе уравнение

через посредство (4.119) и (4.121) дает: ξ = 0, то есть волновое
число становится чисто действительным. При этом, в соответствии
с (4.119), получаем x = 0, то есть h = 1, в результате чего первое
уравнение при выражении экспонент через гиперболические функции
переходит в классическое дисперсионное соотношение Дэймона–Эшба-
ха вида (4.112) со знаком «плюс» (раздел 4.8):

sh(2ηdϑ) + F1 · [ch(2ηdϑ) + 1] = 0. (4.126)

Таким образом, поскольку закон дисперсии для действительной
части волнового числа получается из первого уравнения системы
(4.124)–(4.125), тогда как второе к волновому числу дает только
мнимую добавку, примем за основу именно первое уравнение, а вто-
рым воспользуемся только для того, чтобы исключить y из первого.
Для такого исключения найдем из второго уравнения y и полученное
выражение подставим в первое.
Разрешая (4.125) относительно y по формуле решения квадратного

уравнения, получаем:

y1,2 = 1
αF2

[
g − αF2h±

√
g2 − 2αF2gh+ α2F 22 (h2 − 1)

]
. (4.127)

Заметим, что здесь параметр затухания α входит в знаменателе первой
дроби, так что получаемые далее выражения будут сохранять коррект-
ность только при α �= 0. Однако общности проводимого рассмотрения
это не ограничивает, так как рассмотрение затухания предполагает
именно отличие параметра α от нуля.
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Отметим далее, что под корнем присутствуют слагаемые, содержа-
щие как α, так и α2. Полагая α� 1 можно слагаемым с α2 пренебречь,
в результате чего получаем:

y1,2 = 1
αF2

[
g − αF2h±

√
g2 − 2αF2gh

]
. (4.128)

Возводя это выражение в квадрат и пренебрегая слагаемыми второго
порядка по α в сравнении с первым, получаем:

y21,2 = 2

α2F 22

[
g2 − 2αF2gh± (g − αF2h)

√
g2 − 2αF2gh

]
. (4.129)

Подставляя (4.128)–(4.129) в (4.124) и приводя подобные члены, полу-
чаем уравнение, не содержащее y:

(F1 + 1)g2 − α(F1 + 2)F2gh±
± [(F1 + 1)g − αF2h] ·

√
g(g − 2αF2h) = 0. (4.130)

Предельный переход при α→ 0 приводит к выражению:
(F1 + 1)g2(1± 1) = 0, (4.131)

из которого следует, что безусловное равенство нулю мнимой части
комплексного волнового числа ξ, следующие из условия g = 0, имеет
место только при знаке «плюс». Таким образом, соотношение (4.130)
принимает вид:

(F1 + 1)g2 − α(F1 + 2)F2gh+

+ [(F1 + 1)g − αF2h]
√
g(g − 2αF2h) = 0. (4.132)

Это — искомое дисперсионное соотношение для мнимой части вол-
нового числа, записанное через вспомогательные обозначения (4.119)–
(4.121). Оно содержит мнимую часть волнового числа ξ, входящую в g
и h в соответствии с (4.119)–(4.120), а также частоту Ω, входящую в F1
и F2 в соответствии с формулами (4.69) и (4.70) с учетом (4.63)–(4.66)
и (4.37)–(4.38).

4.3.2. Дисперсионное соотношение для мнимой части волнового
числа в явном виде

Подставляя (4.119)–(4.120) в (4.132) и учитывая (4.121), получаем
дисперсионное соотношение, записанное в явном виде относительно ξ:

(F1 + 1) · sin2(2ξdϑ) − α(F1 + 2)F2 · sin(2ξdϑ) · cos(2ξdϑ) +
+
[
(F1 + 1) · sin(2ξdϑ) − αF2 · cos(2ξdϑ)

]×
×
√

sin(2ξdϑ) · [ sin(2ξdϑ) − 2αF2 cos(2ξdϑ)
]

= 0, (4.133)

где F1 и F2 определяются выражениями (4.69) и (4.70) с учетом (4.63)–
(4.66) и (4.37)–(4.38), зависящими от Ω и содержащими ΩH в качестве
параметра.
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В явном виде относительно ξ или Ω это уравнение не разрешается.
Чтобы построить зависимость Ω от ξ в численном виде, его можно раз-
решить, задавая с определенным шагом мнимую часть волнового числа ξ
и находя на каждом шаге частоту Ω с помощью алгоритма поиска нуля.
Таким образом, получены дисперсионные соотношения с учетом

диссипации для действительной (4.85) и мнимой (4.133) частей волно-
вого числа. Дальнейший анализ этих соотношений в случае парамет-
ров, близких к реальному эксперименту будет проведен в следующих
частях настоящей работы.

4.4. Дисперсионные кривые при параметрах
эксперимента

Теперь, когда основные дисперсионные соотношения для действи-
тельной и мнимой частей волнового числа при наличии диссипации по-
лучены, рассмотрим в общих чертах характер дисперсии волны в усло-
виях, близких к типичному эксперименту для магнитостатических волн
дипольного характера [1, 2].

4.4.1. Дисперсионные кривые для длины волны при параметрах
эксперимента

Полное дисперсионное соотношение с учетом затухания (4.86) в ана-
литическом виде относительно частоты Ω, по-видимому, не разрешается.
Поэтому его можно разрешить численно, задавая с определенным шагом
волновое число η и находя на каждом шаге частоту Ω с помощью ал-
горитма поиска нуля. Результаты такого численного расчета приведены
далее.
Для определенности рассмотрим вид дисперсионных кривых в усло-

виях, близких к эксперименту [229–233], проводившемуся на пленках
железоиттриевого граната (ЖИГ), имеющих намагниченность насыще-
ния 4πM0 = 1750 Гс и толщину d = 15 мкм при поле H0 = 437,5 Э
(четверть от 4πM0). В принятой геометрии (рис. 4.1) в пластине вдоль
оси Oy распространяются магнитостатические волны поверхностного
характера (ПМСВ).
На рис. 4.2 приведены дисперсионные кривые, построенные по

формуле (4.86) при различных значениях параметра затухания. Кри-
вые 1–3 соответствуют знаку «плюс» перед корнем в выражении (4.86),
кривая 4 соответствует знаку «минус». Горизонтальными пунктирными
линиями показаны предельные значения частот в отсутствие затуха-
ния (α = 0), равные:

f (+)
∣∣
η→0 = 2,7392 ГГц (Ω(+)

∣∣
η→0 = 0,5590); (4.134)

f (+)
∣∣
η→∞ = 3,6750 ГГц (Ω(+)

∣∣
η→∞ = 0,7500); (4.135)

f (−)
∣∣
η→0 = 4,4168 ГГц (Ω(+)

∣∣
η→0 = 0,9014); (4.136)

f (−)
∣∣
η→∞ = 3,6750 ГГц (Ω(−)

∣∣
η→∞ = 0,7500). (4.137)
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Рис. 4.2. Дисперсионные кривые для прямых (1, 2, 3) и обратных (4) ПМСВ
при различных значениях параметра затухания α: 1 — 0,01, 2 — 0,05, 3 —
0,10, 4 — 0,01. Параметры: H0 = 437,5 Э; 4πM0 = 1750 Гс; d = 15 мкм

Из рисунка видно, что волны, соответствующие знаку «плюс», яв-
ляются прямыми, тогда как волны, соответствующие знаку «минус»
являются обратными. Прямые волны существуют в области частот
между f (+)

∣∣
η→0 и f

(+)
∣∣
η→∞, тогда как обратные — выше этой области

между частотами f (−)
∣∣
η→∞ и f(−)

∣∣
η→0.

Ветви прямых волн (1–3) являются аналогом классической волны
Дэймона–Эшбаха [1, 2, 114] и отличаются от нее отклонением в сторо-
ну более высоких частот по мере возрастания волнового числа, а также
ограничением в области больших волновых чисел, причем по мере
возрастания затухания эти отличия увеличиваются.
Ветвь обратных волн (4) в отсутствие затухания при α = 0 не суще-

ствует, то есть ее наличие обусловлено именно затуханием. Вследствие
этого, аналогично [222–224], эту ветвь можно назвать «диссипатив-
ной». Приведенная на рисунке ветвь обратных волн (4) соответствует
α = 0,01 и не является единственной, а лишь иллюстрирует пучок
ветвей, расположенных в этой области.
Все дисперсионные кривые со стороны больших значений волнового

числа ограничены предельным значением, которое обозначим далее
через ηmax. Так, ветви 1–3 ограничиваются при ηmax = 1031, 511
и 321 см−1 соответственно, а ветвь 4 — при ηmax = 980 см−1.
В математическом отношении ограничение действительной части

волнового числа соответствует изменению знака подкоренного выраже-
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ния в формуле (4.86), то есть условию:

1− α2F 22 sh2(2ηd) = 0. (4.138)

На врезке в рис. 4.2 показана зависимость ηmax от параметра
затухания α, построенная в соответствии с этим условием при часто-
те f = f (±)

∣∣
η→∞ = 3,6750 ГГц. Можно видеть, что при увеличении

затухания предельное значение волнового числа ηmax уменьшается,
стремясь к нулю. С другой стороны, при стремлении α к нулю величи-
на ηmax бесконечно увеличивается.
Условие (4.138) содержит ограничение не только по максималь-

ной величине волнового числа, но также и при заданном значении
η < ηmax — ограничение по частоте. Вследствие такого ограничения
ветви 1–3, стремясь при увеличении η вверх, не доходят до частоты
f (+)
∣∣
η→∞ = 3,6750 ГГц, а ограничиваются при частотах 3,6677, 3,6057

и 3,5334 ГГц соответственно, а ветвь 4, стремясь при увеличении η
вниз, также не доходит до f (−)

∣∣
η→∞ = 3,6750 ГГц, а ограничивается

при частоте 3,6957 ГГц.
Подобное ограничение существует и по параметру затухания α

со стороны его больших значений. Так, прямые волны отсутствуют
при α > 0,1, а обратные — при α > 0,01. Именно по этой причине
на рис. 4.2 ветвей прямых волн при приведенных там значениях па-
раметра α = 0,01, 0,05 и 0,10 показано три, а ветвь обратных волн —
всего одна.
Можно отметить, что ограничения, накладываемые соотношени-

ем (4.138), при заданных значениях частоты и параметра затухания,
сводятся к балансу между действительной частью волнового числа η
и толщиной пленки d. То есть при задаваемом этим соотношением
значении sh2(2ηd) ограничение становятся тем мягче, чем меньше
толщина пленки d. Из этого следует, что при желании в эксперименте
возбудить более короткие ПМСВ надо выбирать толщину пленки как
можно меньше.
Из сопоставления с экспериментами, описанными в работах

[229–234], можно видеть, что там уверенно наблюдались только прямые
ПМСВ, тогда как сообщения об обратных (диссипативных) волнах
отсутствуют. С другой стороны, задача наблюдения обратных волн,
имеющих по сравнению с прямыми противоположно направленную груп-
повую скорость, в этих работах, по-видимому, не ставилась, то есть об-
наружение диссипативных волн требует дополнительных исследований.

4.4.2. Дисперсионные кривые для диссипации при параметрах
эксперимента

Рассмотрим теперь вид дисперсионных кривых для диссипации
в условиях, близких к эксперименту [229–234] на пленках ЖИГ,
имеющих те же параметры, что и в предыдущем разделе.
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Рис. 4.3. Зависимость мнимой части волнового числа от частоты. Параметр за-
тухания α = 0,01, остальные параметры — те же, что приняты при построении

рис. 4.2

На рис. 4.3 показана зависимость мнимой части волнового числа
от частоты, построенная по формуле (4.86) при параметре затуха-
ния α = 0,01. Вертикальными точечными линиями показаны значения
характерных граничных частот спектра ПМСВ, определяемых соотно-
шениями (4.134)–(4.137).
Из рисунка видно, что мнимая часть волнового числа ξ в обла-

сти прямых волн между частотами f(+)|η→0 и f(+)|η→∞ возрастает,
сначала плавно, но при приближении частоты к верхней границе спек-
тра f(+)|η→∞ — весьма резко. Это означает, что по мере уменьшения
длины волны прямых ПМСВ их затухание увеличивается, особенно
резко вблизи верхней границы частотного диапазона.
В области обратных (диссипативных) волн между частотами

f(−)|η→∞ и f(−)|η→0 мнимая часть волнового числа ξ также возраста-
ет, причем особенно резко вблизи нижней границы спектра f(−)|η→∞,
после чего возрастание замедляется. Это означает, что по мере уменьше-
ния длины обратных (диссипативных) ПМСВ их затухание также воз-
растает, особенно резко вблизи нижней границы частотного диапазона.
Сопоставляя рис. 4.3 с рис. 4.2, можно видеть, что в обоих случаях

затухание ПМСВ проявляется тем сильнее, чем действительная часть
волнового числа больше то есть длина волны меньше. Другими слова-
ми, на одном и том же расстоянии пробега короткие волны затухают
сильнее, чем длинные.
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Из сравнения пологих участков кривой на рис. 4.3 можно видеть,
что на частоте 3,0 ГГц мнимая часть волнового числа составляет около
20 см−1, а на частоте 4,0 ГГц увеличивается до 1000 см−1, то есть
при переходе от прямых ПМСВ к обратным отрицательный показатель
экспоненты в коэффициенте амплитуды ПМСВ увеличивается в 50 раз.
Следует заметить, что такое превышение затухания обратных волн

над прямыми соответствует значению параметра затухания α = 0,01,
при котором амплитуда волны уменьшается на четыре порядка. В ре-
альном эксперименте, например подобном описанному в [229–234],
это означает падение амплитуды волны практически до уровня шума
уже при прохождении волной расстояния в 0,5 см. Для эксперимен-
та, однако, более типичным является расстояние порядка нескольких
сантиметров, то есть полученное здесь значение ξ для прямых волн
является несколько завышенным. Вообще говоря, использованное при
построении кривой на рис. 4.3 значение α = 0,01 выбрано только для
удобства изображения с целью более наглядно представить общий ход
зависимости ξ от частоты.
Более реальным для эксперимента значением параметра затухания

является α = 0,001 (типичное значение для хорошего монокристал-
ла ЖИГ) [109–111, 214]. В этом случае на частоте 3,0 ГГц мнимая
часть волнового числа составляет около 1,5 см−1, а на частоте 4,0 ГГц
увеличивается до 1040 см−1, то есть при переходе от прямых ПМСВ
к обратным отрицательный показатель экспоненты в коэффициенте
амплитуды ПМСВ увеличивается почти в 700 раз, что говорит о крайне
высоком затухании обратных ПМСВ по сравнению с прямыми.
С другой стороны при α = 0,001 амплитуда прямой волны на часто-

те 3,0 ГГц при прохождении типичного для эксперимента расстояния
в 2,0 см, в соответствии с коэффициентом показателя экспоненты
ξ = −1,5 см−1, уменьшается примерно в 20 раз, что в пересчете на
мощность составляет около 40 дБ, что вполне соответствует чувстви-
тельности реального измерительного тракта.

4.4.3. Зависимости амплитуды ПМСВ от частоты

На основе полученной частотной зависимости мнимой части волно-
вого числа для прямых и обратных волн рассмотрим теперь частотную
зависимость амплитуды ПМСВ.
На рис. 4.4 утолщенной сплошной линией показана зависимость

амплитуды ПМСВ соответствующая:

U0 = exp(−ξx), (4.139)

в единицах, нормированных на значение амплитуды при x = 0.
Расстояние пробега ПМСВ выбрано равным x = 0,003 см для удоб-

ства построения рисунка.
Из рисунка видно, что амплитуда прямых ПМСВ от нижней

границы своего частотного диапазона в значительной части (до 80%)
спадает незначительно, не более чем на 20%, тогда как в оставшейся
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Рис. 4.4. Частотные зависимости амплитуды ПМСВ (сплошная линия) и ам-
плитуды возбуждаемого преобразователем поля (пунктирные линии). Рас-
стояние пробега ПМСВ x = 0,003 см. Ширина преобразователя: b = 10 мкм
(кривая 1), 40 мкм (кривая 2), 160 мкм (кривая 3). Вертикальные точечные
линии — характерные частоты спектра ПМСВ. Остальные параметры — те же,

что приняты при построении рис. 4.2

части по мере приближения к верхней границе спадает резко до трех
и более раз.
Амплитуда обратных (диссипативных) ПМСВ по мере удаления

от нижней границы до 20% частотного интервала спадает резко, после
чего спад замедляется и на остальной части частотного диапазона
амплитуда составляет около 15% от начального низкочастотного зна-
чения.
Таким образом, амплитуда тех и других волн по мере увеличения

частоты спадает, причем особенно сильно в области наиболее коротких
ПМСВ. При этом амплитуда обратных (диссипативных) волн вблизи
границы с прямыми волнами составляет не более 20% от максимальной
амплитуды прямых волн, а в основной области составляет не более 5%.

4.5. Распространение волны перпендикулярно
направлению поля

В разделе 4.4 приведен основной характер дисперсии магнитостати-
ческих волн при наличии диссипации в условиях, близких к экспери-
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менту. Рассмотрим теперь те же свойства более подробно. Сначала оста-
новимся на распространении волн перпендикулярно направлению поля.
Геометрию и основные параметры задачи положим теми же самыми, что
в предыдущих разделах. Параметр затухания будем менять в пределах
от 0,01 до 0,15. При этом время релаксации (то есть спада ампли-
туды свободных колебаний в e = 2,71828 . . . раз) составляет порядка
(0,5–1,0) · 10−8 с. Остальные значения параметров, используемые для
построения кривых, указаны в подписях к рисункам и в тексте.
Отметим еще важные для дальнейшего рассмотрения характер-

ные частотные границы областей существования прямых и обрат-
ных ПМСВ (разделы 2.9, 3.6.2, формулы (2.226)–(2.230), а так-
же (3.183)–(3.187)):

Ω1 = 0,5590; (4.140)
Ω2 = 0,7500; (4.141)
Ω3 = 0,9014, (4.142)

соответствующие линейным частотам:

f1 = 2739,2 МГц; (4.143)
f2 = 3675,0 МГц; (4.144)
f3 = 4416,8 МГц. (4.145)

Согласно показанному в разделах 2.9 и 3.6.2, прямые ПМСВ су-
ществуют в интервале частот между f1 и f2, а обратные — в интер-
вале частот между f2 и f3, то есть f2 является разграничительной
линией между областями прямых и обратных волн. Явные выраже-
ния для этих частот через значения намагниченности и поля имеют
вид (3.184), (3.185), (3.186):

f1 = γf

√
H(H + 4πM0) ; (4.146)

f2 = γf (H + 2πM0); (4.147)

f3 = γf

√
(H + 2πM0)2 + (2πM0)2 , (4.148)

где γf — гиромагнитная постоянная, для линейной частоты рав-
ная 2,8 МГц/Э.

4.5.1. Основные алгоритмы расчета

Дисперсионные кривые в настоящей работе рассчитывались в со-
ответствии с приведенными выше формулами (4.86) и (4.133). При
заданном значении действительной η или мнимой ξ части волнового
числа определялась частота f при помощи алгоритма поиска нуля. Шаг
по волновому числу составлял 1 см−1, заданная точность определения
частоты равнялась 10−7 МГц.
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Кроме законов дисперсии исследовалась групповая скорость ПМСВ,
которая в соответствии с классическим определением [151, 153] имеет
вид:

vg = dω

dk
. (4.149)

При численном расчете групповая скорость определялась как каса-
тельная к дисперсионной кривой для действительной части волнового
числа, построенная по формуле:

vg =
2π
[
f(η2) − f(η1)

]
η2 − η1

, (4.150)

где η1 и η2 — два последовательных значения волнового числа, распо-
ложенные на расстоянии одного шага.
Кроме классической групповой скорости волны vg, определенной

относительно действительной части волнового числа η, в настоящей
работе исследовался также аналогичный параметр vgp, определяемый
как производная по ξ от дисперсионных кривых для мнимой части
волнового числа, то есть по формуле:

vgp = dω

dξ
, (4.151)

или при численном расчете по формуле:

vgp =
2π
[
f(ξ2) − f(ξ1)

]
ξ2 − ξ1

, (4.152)

где ξ1 и ξ2 — два последовательных значения мнимой части волнового
числа, расположенные на расстоянии одного шага.
Очевидно, эти формулы являются аналогом (4.149) и (4.150)

для действительной части волнового числа, поэтому по аналогии с vg,
являющейся групповой скоростью распространения волны, величи-
ну vgp можно назвать «групповой скоростью роста затухания волны».

Замечание. Благодаря гиротропным свойствам ферритовой среды,
при углах вектора фазовой скорости ϕ, отличных от нуля, направление
вектора групповой скорости определяется углом ψ, в общем случае не
равном ϕ (рис. 4.1). То есть вместо формул (4.149) и (4.151) следует
использовать формулы:

vg = dω

dηηηηηηηηη
; (4.153)

vgp = dω

dξξξξξξξξξ
. (4.154)

В среде с диссипацией необходимо учитывать комплексный харак-
тер волнового числа, вследствие чего угол ψ по отношению к без-
диссипативному случаю несколько изменяется. Частично этот вопрос
рассмотрен в работах [235, 236], а применительно к магнитным сре-
дам — в [225, 226]. В двух последних работах показано, что при
принятых там параметрах (близких к принятым здесь) зависимость
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угла ψ от угла ϕ по мере увеличения ϕ от нуля до 50◦ спадает
от нуля до — 35◦. При малом затухании зависимость ψ от ϕ идет
ниже кривой, соответствующей большому затуханию, а при большом —
выше. Различие максимально при ϕ = 106◦ и меняется при переходе
от малого затухания к большому с 15◦ до 5◦. При ϕ = 30◦ различие
имеет обратный знак и при переходе от малого затухания к большому
меняется с 33◦ до 35◦. К сожалению, конкретизация понятий «малого»
и «большого» затухания в цитированных работах отсутствует, что не
позволяет использовать приведенные там данные для более точных
численных оценок, однако можно видеть, что роль диссипации сказы-
вается в основном при углах ϕ в окрестности 10◦, тогда как при ϕ = 0◦
влияние диссипации полностью отсутствует, а при удалении от 10◦
составляет не более 5%. Предметом рассмотрения настоящей работы
является не направление вектора групповой скорости, а его абсолютная
величина, поэтому для ее расчета здесь используется классическая
формула (4.149). Для расчета групповой скорости роста затухания со-
ответственно используется формула (4.151). Более точно вопрос о роли
направления вектора групповой скорости предполагается рассмотреть
далее.

4.5.2. Схема определения времени установления

Для интерпретации свойств дисперсии ПМСВ далее в качестве
вспомогательного параметра будет использоваться время релаксации
колебаний намагниченности, затухающих благодаря диссипативным
свойствам среды. Рассмотрим схему определения этого параметра.
Время релаксации намагниченности τp определялось как вре-

мя установления стационарной амплитуды вынужденных колебаний
при линейном возбуждении переменным полем небольшой амплитуды
(∼ 0,01 Э) в той же геометрии. Рассматривалась развертка колебаний
во времени для одной из компонент намагниченности (в данном вари-
анте — mx, колебания my аналогичны с несколько меньшей ампли-
тудой). Общий расчет развертки колебаний производился с помощью
метода, предложенного в работе [237], многократно использовавшегося
в статьях [238–244] и обобщенного в монографиях [1–4, 245], поэтому
здесь подробно не рассматривается.
Схема определения времени установления стационарной амплитуды

представлена на рис. 4.5. Показано развитие колебаний во времени
для положительного полупериода компоненты mx, происходящее после
включения возбуждения. Постоянная затухания α установлена рав-
ной 0,01. Частота возбуждения соответствовала минимуму зависимо-
сти групповой скорости от волнового числа, представленной на рис. 4.4
кривой 1, то есть равнялась 3640 МГц.
Установление колебаний происходило путем биений между часто-

той возбуждения и частотой ферромагнитного резонанса в заданной
геометрии при поле H = 437,5 Э. Огибающая биений имела характер
спадающей экспоненты, показанной на рис. 2 утолщенной линией.
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Рис. 4.5. Схема определения времени установления вынужденных колебаний
намагниченности. Амплитуда переменного поля h = 0,01 Э. Остальные пара-

метры совпадают с принятыми в разделе 4.4

На развертке колебаний регистрировались два уровня амплитуды на-
магниченности: mx1, соответствующий началу возбуждения и mx2,
соответствующий установлению стационарного режима. Уровень mxS
определялся по времени спада амплитуды биений в e = 2,71828 . . . раз,
то есть по формуле:

mxS = mx1 −mx2

e
+mx2. (4.155)

Время установления τp определялось как промежуток между нача-
лом возбуждения и моментом спада амплитуды биений до уровня mxS
(точка пересечения этого уровня с огибающей показана стрелкой).

4.6. Роль диссипации в формировании дисперсии
действительной части волнового числа для прямых

ПМСВ

Рассмотрим теперь роль диссипации в формировании дисперсион-
ных свойств действительной и мнимой частей волнового числа. На дан-
ном этапе ограничимся случаем распространения волны перпендику-
лярно направлению поля, то есть будем полагать угол ϕ (рис. 4.1)
равным нулю. В настоящем разделе рассмотрим действительную часть
волнового числа, для чего обратимся к рис. 4.6.
На этом рисунке показаны дисперсионные кривые для действитель-

ной части волнового числа прямых ПМСВ, построенные в соответствии
с формулой (4.86) со знаком «плюс» в случае ϕ = 0◦ при различных



4.6. Роль диссипации в формировании дисперсии действительной части 177

Рис. 4.6. Дисперсия действительной части волнового числа прямых ПМСВ
в случае ϕ = 0◦ при различных уровнях диссипации. Параметр затухания α:
1 — 0,01; 2 — 0,05; 3 — 0,10; 4 — 0,15. Точечная кривая соответствует α = 0.
Остальные параметры совпадают с принятыми в разделе 4.4. На врезках
показаны зависимости предельных значений ηA, fc и vgc от параметра α

уровнях диссипации. Горизонтальная пунктирная линия соответствует
верхней частотной границе области существования прямых ПМСВ
(согласно (4.144), при принятых параметрах равной 3675 МГц).
Можно видеть, что по мере увеличения диссипации дисперсионные

кривые отклоняются вверх по частоте относительно бездиссипатив-
ной кривой, причем такое отклонение проявляется тем сильнее, чем
диссипация выше. Однако кривые с диссипацией, в отличие от без-
диссипативной кривой (точечная линия), обрываются при критическом
значении волнового числа ηc, которому соответствует критическая ча-
стота fc. На рис. 4.6 обрыв дисперсионных кривых при различных
значениях диссипации показан укрупненными точками. Видно, что
предельные волновое число и частота становятся тем меньше, чем
величина диссипации больше.
Из общего хода дисперсионных кривых видно, что вблизи пре-

дельного значения волнового числа все они изгибаются вверх, под-
ходя к граничной частоте почти с вертикальной касательной. Такое
их поведение соответствует увеличению групповой скорости ПМСВ,
определяемой по формуле (4.150).
На врезках показаны зависимости ηA, fc и vgc от параметра α

в предельных точках кривых f(η).
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Замечание. При построении использовались значения этих пара-
метров, полученные из окончания кривых f(η), рассчитанных с шагом
по η равным 1 см−1. Уменьшение этого шага до 0,01 см−1 приве-
ло к незначительному (доли процента) уточнению предельных значе-
ний ηc, fc и vgc, однако время расчета существенно (на два порядка)
увеличилось, поэтому, с учетом приближенного характера аналитиче-
ской формулы (4.86), в рамках настоящей работы такое уточнение было
признано нецелесообразным.

Из первой врезки на рис. 4.6 можно видеть, что зависимость ηc от α
близка к обратной пропорциональности. Действительно, при α → 0
ограничение зависимостей f(η) пропадает, то есть ηc → ∞. В то же
время, при α → ∞ величина ηc → 0, так что приближение зависи-
мости ηc(α) обратной пропорциональностью является вполне правдо-
подобным. Из двух других врезок видно, что зависимости fc и vgc
от параметра α довольно точно описываются прямыми линиями.

Замечание. Из рис. 4.6 можно видеть, что по мере увеличения
параметра α дисперсионные кривые от 1 до 4 в целом укорачиваются
и приближаются к левому краю рисунка, где волновое число стремится
к нулю. С пределе они как бы вырождаются к начальной точке вблизи
k → 0 и f → f1 = 2739,2 МГц (4.143), (4.146). Такое их поведение
говорит о существовании предельного значения параметра затухания,
выше которого существование ПМСВ становится вообще невозмож-
ным. Проверка показывает, что такое предельное значение соответ-
ствует α около 0,20, поэтому интервал изменения α при построении
рис. 4.6 и всех последующих ограничен на уровне 0,15. Более подробно
вопрос о предельном значении α и соотношении его с остальными
параметрами задачи требует отдельного рассмотрения, выходящего за
рамки настоящей работы.

Возвращаясь опять к рассмотрению рис. 4.6, следует отметить,
что наблюдаемое из общего хода кривых 1–4, а также из последней
врезки с зависимостью vgc от параметра α, возрастание групповой ско-
рости волны при увеличении затухания, с точки зрения классической
электродинамики, является определенным парадоксом. Так, в классике
принято считать, что при фиксированной частоте групповая скорость
с увеличением диссипации уменьшается. Такое положение, например,
имеет место при распространении электромагнитных волн в передаю-
щих линиях с потерями [246, стр. 254, форм. (51.16)].
Заметим? однако, что классическое рассмотрение предполагает без-

дисперсионный либо слабо дисперсионный характер распространения
волн, когда фазовая скорость при изменении частоты остается посто-
янной или меняется в незначительной степени.
Предметом же рассмотрения настоящей работы являются поверх-

ностные магнитостатические волны (ПМСВ), дисперсионная зависи-
мость которых вблизи верхней границы области существования (гори-
зонтальная пунктирная линия на рис. 4.6) имеет весьма сильную осо-
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бенность При приближении частоты волны к этой границе снизу как
фазовая, так и групповая скорости ПМСВ стремятся к нулю, то есть
волна по мере увеличения частоты как бы «зацепляется» за прецессию
намагниченности, в результате чего почти останавливается. Вообще
говоря, магнитостатические волны являются частным случаем электро-
магнитных волн, для которых дисперсионная зависимость имеет вид
прямой линии, причем наклон этой линии значительно превышает на-
клон ПМСВ во всем интервале их существования, то есть такая прямая
располагается значительно левее кривых 1–4, приведенных на рис. 4.6
(в принятом на рис. 4.6 масштабе эта прямая практически совпадает
с вертикальной осью: так при частоте 3600 МГц волновое число равно
всего 0,754 см−1, поэтому упомянутая прямая отдельно не отмечена).
В отсутствие затухания дисперсионная кривая для ПМСВ (точечная
линия на рис. 4.6) располагается значительно правее упомянутой пря-
мой, что обусловлено именно «зацеплением» электромагнитной волны
за прецессию намагниченности. В случае увеличения затухания взаи-
модействие магнитного поля ПМСВ с прецессирующей намагниченно-
стью уменьшается, то есть электромагнитная волна в какой-то степени
высвобождается от «зацепления», в результате чего бездиссипативная
кривая (точечная линия на рис. 4.6) отклоняется в сторону дисперси-
онной кривой для электромагнитных волн, то есть по рисунку налево.
При этом групповая скорость волны, определяемая по углу касательной
к кривой дисперсии, соответственно увеличивается, что и является
причиной разрешения упомянутого парадокса с классикой.

4.6.1. Групповая скорость волны
Рассмотрим теперь групповую скорость прямых ПМСВ несколь-

ко более подробно. Поскольку ограничение зависимостей f(η) (кри-
вых 1–4 на рис. 4.6) сопровождается изгибом их вверх, то есть ростом
групповой скорости, обратимся теперь к рис. 4.7, где показано, как
меняется групповая скорость ПМСВ vg при изменении действительной
части волнового числа η для различных уровней диссипации (пара-
метра α).
Можно видеть, что все кривые по мере увеличения η сначала спада-

ют, после чего, проходя через минимум (обозначенный открытыми точ-
ками), нарастают до значительных величин. Как и на рис. 4.6, все кри-
вые обрываются при тех же, что и там? значениях η = ηc, однако здесь
обрыв сопровождается значительным ростом vg, тем более выражен-
ным, чем параметр затухания α больше. При увеличении параметра α
положение минимума смещается к меньшим значениям η, причем аб-
солютная глубина его повышается.
На врезках показаны зависимости ηm, fm и vgm от параметра α

в точках минимумов кривых vg(η). Можно видеть, что эти зависимо-
сти ведут себя подобно таковым на врезках рис. 4.6, то есть зависи-
мость ηm(α) соответствует обратной пропорциональности, а зави-
симости fm(α) и vgm(α) приближаются прямыми. Здесь, однако,
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Рис. 4.7. Зависимости групповой скорости прямых ПМСВ от действительной
части волнового числа в случае ϕ = 0o при различных уровнях диссипации.
Параметр затухания α: 1 — 0,01; 2 — 0,05; 3 — 0,10; 4 — 0,15. Точечная
кривая соответствует α = 0. Остальные параметры совпадают с принятыми
в разделе 4.4. На врезках показаны соответствующие минимумам кривых

зависимости значений ηA, fc и vgc от параметра α

эти зависимости располагаются значительно ниже зависимостей
на рис. 4.6, что определяется тем, что кривые на рис. 4.6 соответствуют
предельным значениям действительной части волнового числа, тогда как
кривые на рис. 4.7 — промежуточным значениям тех же зависимостей.
Таким образом, главным результатом настоящего раздела можно

считать определяемое диссипацией ограничение дисперсионных кри-
вых при критическом значении действительной части волнового числа,
сопровождающееся прохождением групповой скорости через минимум
с последующим ее возрастанием.

4.6.2. Механизм ограничения дисперсионных кривых
для прямых ПМСВ

Рассмотрим теперь возможные механизмы ограничения дисперси-
онных кривых за счет диссипации.
С математической стороны, обрыв дисперсионных кривых соответ-

ствует изменению знака подкоренного выражения в дисперсионном
соотношении (4.86) с положительного на отрицательный. При этом
в диапазоне частот существования ПМСВ оба сомножителя перед α,
благодаря своей квадратичности, остаются положительными, так что
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второе слагаемое при увеличении α возрастает, а когда оно становится
равным единице, дисперсионные кривые обрываются. Таким образом,
расчет предельного значения действительной части волнового числа
сводится к решению уравнения:

1− α2F 22 sh2(2ηdϑ) = 0, (4.156)

где параметры F2 и ϑ зависят только от частоты и определяются
соответственно формулами (4.70) и (4.38), с учетом входящих в эти
формулы промежуточных обозначений.

Замечание. Это уравнение при заданном значении параметра α
связывает предельную частоту fc с предельным волновым числом ηc,
то есть содержит две независимых переменных, вследствие чего не
может быть однозначно разрешено в отсутствие зависимости f от η.
То есть для того, чтобы найти зависимость fc и ηc от α, надо сначала
определить зависимость f от η, которая в свою очередь может быть
получена только из решения полного уравнения (4.86). Таким образом,
решение уравнения (4.156) сводится к «порочному кругу» и не может
быть осуществлено независимо от решения полного уравнения (4.86).
В этом случае алгоритм нахождения зависимости fc и ηc от α можно
свести к последовательному вычислению с определенным шагом по α
предельных значений fc и ηc по уравнению (4.156) с учетом (4.86),
после чего по полученным значениям fc и ηc построить их зависимости
от α, как это и было сделано при построении первых двух врезок
на рис. 4.6. В первом же приближении для решения уравнения (4.156)
можно воспользоваться зависимостью f от η для бездиссипативной
среды [6, формула (116) со знаком «плюс»], сохраняя, однако, зави-
симость от диссипации в виде коэффициента перед вторым слагаемым
в (4.86). Такое решение, хотя и возможно, но является чрезвычайно
громоздким, поэтому в рамках настоящей работы не проводилось.

Рассмотрим теперь качественную физическую причину ограниче-
ния дисперсионных кривых. Вспомогательный расчет времени релакса-
ции (или установления постоянного уровня) вынужденных колебаний
намагниченности τp, выполненный по методике, описанной в разде-
ле 4.5.2, показывает, что при неизменном параметре α по мере увеличе-
ния частоты время релаксации уменьшается. То есть, чем выше частота
возбуждаемой волны, тем на меньшем расстоянии она затухает. Можно
полагать, что при увеличении η, сопровождающемся увеличением f ,
когда расстояние затухания волны сравнивается с ее длиной, волна
переходит к апериодическому режиму и дальше не распространяется.
В подтверждение такого предположения рассмотрим табл. 4.1,

в первом столбце которой приведены значения параметра α, а в следу-
ющих — параметры распространяющейся волны.
При построении таблицы во втором и четвертом столбцах исполь-

зованы значения волнового числа ηm и групповой скорости vgm, соот-
ветствующие минимумам кривых 1–4 на рис. 4.7. В третьем столбце
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Та б л иц а 4.1. Параметры волны при различных значениях параметра за-
тухания

α ηm (см
−1) τp (с) vgm (см · с−1) Sm (см) λm (см)

0,01 937 0, 45 · 10−8 0, 1387 · 107 0,0062 0,0067

0,05 416 0, 28 · 10−8 0, 6682 · 107 0,0187 0,0151

0,10 214 0, 15 · 10−8 1, 2220 · 107 0,0183 0,0294

0,15 144 0, 12 · 10−8 1, 6590 · 107 0,0192 0,0436

приведено время релаксации τp, рассчитанное по алгоритму, описанно-
му в разделе 4.5.2.
В пятом столбце приведена величина пути, проходимого волной за

время своей релаксации, определяемого как:

Sm = τp · vgm. (4.157)

В последнем шестом столбце приведена длина волны, рассчитываемая
из значения действительной части волнового числа по формуле:

λm = 2π/ηm. (4.158)

Можно видеть, что значения пробега волны за время релакса-
ции Sm и ее длины λm, приведенные в двух последних столбцах
таблицы, довольно близки между собой. Для α = 0,01 совпадение
можно считать хорошим (около 7%), хотя по мере увеличения α
различие постепенно увеличивается, достигая при α = 0,15 примерно
двух раз. Однако, учитывая невысокую точность определения времени
релаксации (раздел 4.5.2), падающую при увеличении частоты за счет
того, что колебания до полного затухания успевают пройти всего
несколько периодов (при α = 0,15 не более 5–7), можно полагать,
что соответствие данных, приведенных в пятом и шестом столбцах
таблицы, является вполне приемлемым.
Такое их совпадение подтверждает высказанное предположение

о том, что рост волнового числа приводит к затуханию волны на рас-
стоянии своей длины, то есть к апериодическому режиму, дальнейшему
распространению волны препятствующему.
Переход к такому режиму происходит в области минимумов кри-

вых 1–4 на рис. 4.7, для чего в табл. 4.1 и были использованы
значения параметров волны, соответствующие этим минимумам. После
установления апериодического режима колебания волны как таковые
прекращаются, то есть намагниченность своего нулевого значения
не переходит, а плавно стремится к нулю на расстоянии, могущем
значительно превышать длину волны. Такое плавное стремление уже
не ограничивается переколебаниями намагниченности с изменением
знака, происходящими при периодическом волновом процессе, что
и приводит в результате к кажущемуся увеличению групповой скоро-
сти до больших значений, отражаемых ростом кривых 1–4 на рис. 4.7.
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4.7. Роль диссипации в формировании дисперсии
волнового числа для обратных ПМСВ

Рассмотрим теперь роль диссипации в формировании дисперсии
волнового числа в случае обратных (диссипативных) ПМСВ, для чего
обратимся к рис. 4.8.

Рис. 4.8. Дисперсия действительной части волнового числа обратных ПМСВ
в случае ϕ = 0◦ при различных уровнях диссипации. Параметр затухания α:
1 — 0,010; 2 — 0,025; 3 — 0,050; 4 — 0,075. Точечная кривая соответству-
ет α→ 0. Остальные параметры совпадают с принятыми в разд. 4.4. На врез-
ках показаны зависимости предельных значений ηA, fc и vgc от параметра α

На этом рисунке показаны дисперсионные кривые для действи-
тельной части волнового числа обратных ПМСВ, построенные в со-
ответствии с формулой (4.86) со знаком «минус» в случае ϕ = 0◦
при различных уровнях диссипации. Горизонтальная пунктирная ли-
ния соответствует нижней частотной границе области существования
обратных ПМСВ, совпадающей с верхней границей для прямых ПМСВ
(согласно (4.144)), при принятых параметрах равной 3675 МГц).
В отличие от подобных зависимостей для прямых волн (рис. 4.6),

здесь при увеличении волнового числа кривые спадают, что соответ-
ствует отрицательной групповой скорости, то есть отражает обратный
характер распространяющихся волн.
Можно видеть, что по мере увеличения диссипации дисперсионные

кривые отклоняются вниз по частоте относительно бездиссипативной
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кривой, причем такое отклонение проявляется тем сильнее, чем дисси-
пация выше.
Кривые с диссипацией, в отличие от бездиссипативной кривой (то-

чечная линия), обрываются по волновому числу как снизу, так и свер-
ху. Верхний обрыв (при больших η) является аналогом такового для
прямых волн, тогда как нижний обрыв (при меньших η) для прямых
волн отсутствует.
Нижнее критическое значение волнового числа ηa по мере уве-

личения затухания увеличивается, соответствующие ему частота fa
и групповая скорость vga уменьшаются. Так, при α = 0,050 (кри-
вая 3) эти величины составляют: ηA = 86 см−1, fa = 4161 МГц,
vga = −10,068 см · с−1, а при увеличении α до 0,075 (кривая 4) равны
соответственно: ηa = 174 см−1, fa = 4017 МГц, vga = −8,929 см · с−1.
Верхнее критическое значение ηc, являющееся аналогом таково-

го для прямых волн, при увеличении затухания также уменьшается,
а соответствующие ему частота fc и групповая скорость vgc увели-
чиваются. Так, при α = 0,050, (кривая 3) эти величины составляют:
ηc = 472 см−1, fc = 3792 МГц, vgc = −7,174 см · с−1, а при увели-
чении α до 0,075 (кривая 4) равны соответственно: ηc = 255 см−1,
fc = 3856 МГц, vgc = −8,098 см · с−1.
Поскольку ограничение зависимостей f(η) (кривых 1–4 на рис. 4.8)

сопровождается изгибом их вниз, то есть ростом групповой скоро-
сти, обратимся теперь к рис. 4.9, где показано, как меняется груп-
повая скорость обратных ПМСВ vg при изменении действительной
части волнового числа η для различных уровней диссипации (пара-
метра α).
Можно видеть, что все кривые с качественной стороны по струк-

туре представляют собой как бы «зеркальное» отражение подобных
кривых, приведенных на рис. 4.7, то есть по мере увеличения η сначала
возрастают, после чего, проходя через максимум (обозначенный откры-
тыми точками), спадают до величин, однако меньших, чем начальные
точки, соответствующие стремлению η к нулю.
Как и на рис. 4.8, все кривые обрываются при тех же, что и там

значениях η = ηc, причем здесь обрыв сопровождается ростом vg,
однако тем менее выраженным, чем параметр затухания α больше.
Для кривой 4 максимум и следующий за ним спадающий участок
вообще отсутствует.
На врезках показаны зависимости ηm, fm и vgm от параметра α

в точках максимумов кривых vg(η). Можно видеть, что зависимость
ηm(α) ведет себя подобно таковой, приведенной на первой врезке
на рис. 4.8, однако здесь, как и в случае прямых волн, она проходит
несколько ниже. Зависимости fm(α) и vgm(α) имеют ход, подобный
таковым на рис. 4.8, причем в этом случае уже довольно близко
приближаются прямыми. Здесь эти зависимости располагаются также
ниже зависимостей на рис. 4.8, что определяется тем, что кривые
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Рис. 4.9. Зависимости групповой скорости обратных ПМСВ от действительной
части волнового числа в случае ϕ = 0◦ при различных уровнях диссипации.
Параметр затухания α: 1 — 0,010; 2 — 0,025; 3 — 0,050; 4 — 0,075. Точечная
кривая соответствует α → 0. Остальные параметры совпадают с принятыми

в разд. 4.4

на рис. 4.8 соответствуют предельным значениям действительной части
волнового числа, а кривые на рис. 4.9 — промежуточным значениям
тех же зависимостей.

4.7.1. Механизм ограничения дисперсионных кривых
для обратных ПМСВ

Причина обрыва дисперсионных кривых сверху для обратных
волн — та же, что и для прямых и состоит в приближении пути, прохо-
димого волной за время релаксации, к длине самой волны, в результате
чего волны приобретают апериодический характер. Более подробно
этот вопрос рассмотрен в разд. 4.6.2, так что здесь его обсуждение
является излишним.
Обрыв снизу для прямых волн отсутствует и связан, по-видимому,

с обратным характером волн. Возможной причиной нижнего обрыва
является следующая. Из обратного характера волн следует, что при
уменьшении волнового числа частота волны увеличивается, так что
время ее релаксации уменьшается и путь, проходимый волной за это
время, также уменьшается. С другой стороны, уменьшение волново-
го числа соответствует увеличению длины волны, то есть тенденции
уменьшения пути и увеличения длины волны действуют навстречу
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друг другу, поэтому волна приходит в апериодическое состояние даже
быстрее, чем в случае прямых волн. Так, для прямой волны время
релаксации вынуждено «догонять» длину волны, для обратной же
волны они «стремятся навстречу» друг другу. Таким образом, причина
обрыва для обратных волн — та же самая, что для прямых, однако
здесь она проявляется не только для коротких волн, но и для длинных.
Заметим, однако, что этот вопрос требует более подробного количе-
ственного рассмотрения, в данный момент за рамки настоящей работы
выходящего.
Таким образом, в результате совместного действия обоих упомя-

нутых ограничений, рассматриваемые здесь обратные диссипативные
волны по параметру затухания существуют только в области, ограни-
ченной сверху предельным значением αmax ≈ 0,080. На существование
такого ограничения указывалось ранее в работах [5, 28], однако при-
рода его не была рассмотрена.
Можно полагать, что причина ограничении кроется в сужении

области существования обратных ПМСВ по мере увеличения α, про-
исходящем как сверху, так и снизу благодаря механизму перехода
к апериодическому состоянию. Такое сужение в конце концов приводит
к смыканию обеих встречных тенденций, что и определяет предельное
значение α. Получающиеся при этом границы областей существования
ПМСВ рассматриваются далее в разд. 4.8.
На рис. 4.8 верхний обрыв дисперсионных кривых при различных

значениях диссипации показан укрупненными точками. Видно, что
с увеличением диссипации предельное волновое число уменьшает-
ся, а частота, ему соответствующая, увеличивается. Подобный обрыв
по волновому числу наблюдался и в случае прямых волн (рис. 4.6),
однако здесь при тех же значениях параметра затухания критическое
волновое число ηc несколько меньше, причем это различие по мере
увеличения параметра затухания также увеличивается.
Так, например, при α = 0,010 критическое волновое число ηc для

прямых волн равно 1034 см−1, а для обратных — 1032 см−1, так что
различие составляет всего 2 см−1, тогда как при α = 0,050 соответ-
ствующие значения равны 515 см−1 и 472 см−1, то есть различие
достигает 43 см−1.

Замечание. При сравнении приведенных данных на рис. 4.8, 4.9
с кривыми на рис. 4.6 следует обращать внимание на то, что здесь
шаг по параметру α между следующими друг за другом кривыми вдвое
меньше, чем на рис. 4.6. Это сделано из стремления авторов настоящей
работы уместить на рисунке большее число кривых в ограниченной
по α области.

Можно видеть, что вблизи предельного значения волнового чис-
ла дисперсионные кривые слегка изгибаются вниз, что соответствует
увеличению групповой скорости ПМСВ, подобно случаю прямых волн,
однако здесь эта скорость является отрицательной.
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На врезках показаны зависимости ηc, fc и от параметра α в пре-
дельных точках кривых f(η). Можно видеть, что приведенная на пер-
вой врезке зависимость ηc от α близка к подобной зависимости
на рис. 4.6 и также близка к обратной пропорциональности. Однако
приведенные на двух других врезках зависимости fc и vgc от α, будучи
несколько отличными от прямых, имеют наклон, обратный таковому
на рис. 4.6. Можно полагать, что такое изменение наклона определя-
ется именно обратным характером рассматриваемых здесь волн.
Таким образом, главным результатом настоящего раздела, как

и для случая прямых волн, можно считать определяемое диссипацией
ограничение дисперсионных кривых при критическом значении дей-
ствительной части волнового числа, сопровождающееся прохождением
групповой скорости через максимум с последующим ее убыванием.
Главное отличие от прямых волн состоит в качественной симметрии
всех зависимостей относительно горизонтальной оси, соответствующей
предельному значению частоты или групповой скорости, однако коли-
чественные характеристики прямых и обратных волн в этих случаях
различаются. Дополнительное отличие состоит в ограничении сверху
области допустимых значений параметра затухания.

4.8. Области существования прямых и обратных волн
по параметру затухания

Из рис. 4.6 и рис. 4.8 можно видеть, что в диссипативной среде,
как прямые, так и обратные ПМСВ существуют только в ограниченных
областях, как по частоте, так и по параметру затухания. Причина
ограничения по α, состоящая в сближении времени релаксации волны
с ее периодом, рассмотрена в разд. 4.6.2. Здесь же приведем общий вид
областей существования в непрерывных пределах изменения параметра
затухания, для чего обратимся к рис. 4.10.
На этом рисунке штриховкой показаны области, где возможно су-

ществование прямых и обратных ПМСВ. Вне этих областей ПМСВ
отсутствуют. Пунктирные горизонтальные линии соответствуют гра-
ничным частотам спектра ПМСВ, определяемым формулами (4.142)–
(4.144), и равным соответственно: f1 = 2739,2 МГц, f2 = 3675,0 МГц,
f3 = 4416,8 МГц.
Можно видеть, что при стремлении α к нулю прямые ПМСВ

существуют во всей области частот от f1 до f2, тогда как область
существования обратных ПМСВ при этом, хотя и расширяется, стре-
мясь в пределе к интервалу между f2 и f3, однако до вертикальной
оси, соответствующей α = 0, не доходит (как это для наглядности
отмечено свободным от штриховки промежутком), что обусловлено их
исключительно диссипативной природой.
Область прямых ПМСВ при увеличении α сужается сверху, тогда

как область обратных сужается сверху и снизу, ограничиваясь при
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Рис. 4.10. Области существования прямых и обратных ПМСВ. Параметры
соответствуют принятым при построении рис. 4.6–4.9

значении α 0,079 на частоте 3916,5 МГц. Такое сужение соответствует
верхнему и нижнему ограничениям по частоте кривых 1–4 на рис. 4.8,
а также границам пунктирных участков кривых 1–4 на приведенных
в следующем разделе рис. 4.11 и рис. 4.12.

4.9. Роль диссипации в формировании дисперсии
мнимой части волнового числа

Рассмотрим теперь роль диссипации в формировании дисперси-
онных свойств мнимой части волнового числа, для чего обратимся
к рис. 4.11.
На рис. 4.11 показаны дисперсионные кривые для мнимой части

волнового числа ПМСВ в случае ϕ = 0◦ при различных уровнях дис-
сипации. Кривые построены путем полного решения уравнения (4.133)
без каких-либо ограничений, заключенных в самом этом уравнении.
Однако из рис. 4.6 и рис. 4.8 можно видеть, что области существования
как прямых, так и обратных ПМСВ по частоте ограничиваются, не
доходя до граничных частот, определяемых формулами (4.143)–(4.145).
Поэтому на рис. 4.11 участки кривых, выходящие за пределы та-
ких частотных ограничений, хотя и получаются из решения уравне-
ния (4.133), но в силу условности их существования отмечены пункти-
ром. Более подробно области ограничения рассмотрены в разд. 4.6–4.7,
здесь же для сохранения общности обсудим полные кривые, получае-
мые непосредственно из решения уравнения (4.133).
Из рис. 4.11 можно видеть, что по мере увеличения частоты мнимая

часть волнового числа всегда монотонно возрастает, то есть затухание
волн при этом увеличивается. Вблизи среднего участка кривые имеют
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Рис. 4.11. Дисперсия мнимой части волнового числа ПМСВ в случае ϕ = 0◦

при различных уровнях диссипации. Параметр затухания α: 1 — 0,01; 2 —
0,05; 3 — 0,10; 4 — 0,15. Горизонтальная точечная кривая соответствует α = 0.
Остальные параметры совпадают с принятыми в разд. 4.4. На врезках показаны

зависимости предельных значений ξ(±)
p и vgp от параметра α

перегиб, соответствующий резкому росту затухания при переходе от
прямых волн к обратным. По мере увеличения параметра α перегиб
становится более плавным, причем его сглаживание проявляется тем
сильнее, чем параметр затухания больше. Так, для кривой 1, соот-
ветствующей α = 0,01, по краям области существования ПМСВ дис-
персионные кривые идут почти вертикально, а вблизи середины этой
области близки к горизонтали, тогда как для кривой 4, соответству-
ющей α = 0,15, наклон дисперсионной зависимости по всей области
ПМСВ значительно превышает таковой для кривой 1 и сохраняется
почти постоянным.
Все кривые начинаются вблизи нижней границы существова-

ния прямых ПМСВ f1 = 2739,2 МГц и заканчиваются вблизи верх-
ней границы существования обратных (диссипативных) ПМСВ f3 =
= 4416,8 МГц, частоты которых определяются формулами (4.143)
и (4.145) соответственно. Перегиб кривых происходит на частоте, со-
ответствующей границе между областями существования прямых и об-
ратных ПМСВ, равной 3675,0 МГц и определяемой формулой (4.144).
При этом мнимая часть волнового числа единая для всех кривых
равна 509 см−1.
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Наименьшее значение мнимой части волнового числа при α = 0,01
на частоте 2739,2 МГц (кривая 1) составляет 12 см−1, а наибольшее
значение для той же кривой на частоте 4416,8 МГц равно 1029 см−1.
Такие же числа для кривой 4, то есть при α = 0,15 равны соответ-
ственно 158 см−1 и 810 см−1.
В правой нижней части рис. 4.11 на врезках показаны зависимости

низшего ξ(−)
p и высшего ξ(+)

p значений волнового числа от параметра α.
Можно видеть, что обе зависимости близки к прямым линиям. Общий
их ход отражает сужение области существования ПМСВ по мнимому
волновому числу, происходящее по мере увеличения затухания.
Из врезки в левом верхнем углу рис. 4.11 можно видеть, что по

мере увеличения параметра α групповая скорость роста затухания
в общей точке пересечения кривых возрастает, то есть волна затухает
тем быстрее, чем параметр α больше, причем зависимость vgp от α
является практически линейной.
Обратимся теперь к рис. 4.12, где показаны зависимости груп-

повой скорости роста затухания ПМСВ от мнимой части волнового
числа в случае ϕ = 0◦ при различных уровнях диссипации. Пунктир-

Рис. 4.12. Зависимости групповой скорости затухания ПМСВ от мнимой ча-
сти волнового числа в случае ϕ = 0◦ при различных уровнях диссипации.
Параметр затухания α: 1 — 0,01; 2 — 0,05; 3 — 0,10; 4 — 0,15. Остальные
параметры совпадают с принятыми в разд. 4.4. На врезке показаны те же

кривые в логарифмическом масштабе
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ный характер отдельных участков кривых имеет то же значение, что
на рис. 4.11.
Можно видеть, что все кривые по мере приближения к краям

области существования ПМСВ возрастают тем более резко, чем пара-
метр затухания α меньше. Минимумы кривых приходятся на общую
точку перегиба кривых на рис. 4.11, соответствующую ξp = 509 см−1
и fp = 3675 МГц. Рост противоположных ветвей кривых заканчивается
при тех значениях ξ, при которых кривые на рис. 4.8 выходят на верх-
ний и нижний пределы по частоте.
На врезке показаны те же зависимости в логарифмическом масшта-

бе, несколько более наглядно иллюстрирующие ход кривых в области
минимумов.
Таким образом, основным результатом настоящего раздела можно

считать монотонный рост дисперсионной кривой для мнимой части
волнового числа, быстрый вблизи нижней и верхней границ объединен-
ной области существования прямых и обратных ПМСВ и медленный
в окрестности частотной границы между этими областями. При этом
групповая скорость роста затухания на противоположных границах об-
ласти существования ПМСВ велика, а вблизи границы, разделяющей
области прямых и обратных волн — минимальна.

4.10. Аналогия со случаем электромагнитных волн

Магнитостатические волны являются частным случаем электромаг-
нитных волн (ЭМВ), распространяющихся в магнитной среде в усло-
виях настолько большой магнитной проницаемости, что электрическое
поле волны по сравнению с магнитным становится исчезающе ма-
лым. В волне любой природы волновой процесс обеспечивается за-
держанным во времени взаимодействием локальных элементов волны,
расположенных в пространственно отстоящих друг от друга точках.
В электромагнитной волне такое взаимодействие обеспечивается за
счет превращения друг в друга электрического и магнитного полей.
В магнитостатической волне, благодаря условиям ферромагнитного ре-
зонанса, главную роль играют дипольные поля, создаваемые отдельны-
ми намагниченными участками магнитной среды.
Для электромагнитной волны сильное взаимодействие со средой

при ферромагнитном резонансе имеет характер известной в оптике
аномальной дисперсии [153, стр. 430, стр. 541–546], при которой волна
испытывает значительное затухание.
Сравним с качественной стороны дисперсионные свойства прямых

и обратных ПМСВ со свойствами ЭМВ в условиях аномальной дис-
персии, для чего обратимся к рис. 4.13, где показаны дисперсионные
кривые для магнитостатических (а) и электромагнитных (б) волн.
На рис. 4.13, а участок дисперсионной кривой AmBm соответствует

кривой 1 на рис. 4.6, а участок BmCm — кривой 1 на рис. 4.8.
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Рис. 4.13. Иллюстрация аналогии между магнитостатическими (а) и электро-
магнитными (б) волнами. Параметры соответствуют принятым при построении
рис. 4.6 и рис. 4.8 при α = 0,01. Частоты: f1 = 2793 МГц, f2 = 3675 МГц,

f3 = 4417 МГц

Характерные частоты, показанные горизонтальными точечными лини-
ями, соответствуют границам областей существования прямых и об-
ратных ПМСВ, определяемым формулами (4.143)–(4.145).
На рис. 4.13, б показана дисперсионная кривая для электромагнит-

ных волн в области аномальной дисперсии между частотами f2 и f3.
Точки Ae, Be и Ce соответствуют пересечению дисперсионной кривой
с горизонтальными линиями характерных частот. Наклонная пунк-
тирная линия — закон дисперсии ЭМВ в отсутствие взаимодействия
волны со средой.
Из сравнения рис. 4.13, а с рис. 4.13, б можно видеть, что диспер-

сионная кривая для прямых ПМСВ на участке AmBm подобна таковой
для ЭМВ на участке AeBe, то есть на подходе снизу по частоте
к области аномальной дисперсии.
Дисперсионная кривая для обратных ПМСВ на участке BmCm

подобна таковой для ЭМВ на участке BeCe, то есть внутри области
аномальной дисперсии. Именно в этой области ПМСВ испытывают
значительное затухание (разд. 4.7), что характерно и для ЭМВ в об-
ласти аномальной дисперсии.
Ниже частоты f1 и выше частоты f3 ПМСВ отсутствуют, хотя

ЭМВ имеют место. Такое различие обусловлено тем, что вне области
между частотами f1 и f3 магнитная проницаемость падает и условия
существования дипольных волн, каковыми являются ПМСВ, не реали-
зуются.
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Таким образом, можно полагать, что дисперсионные свойства ПМСВ
в общем случае аналогичны подобным свойствам ЭМВ в среде со
значительной магнитной проницаемостью, за счет чего дисперсия ЭМВ
становится аномальной.

4.11. Распространение волны в произвольном
направлении относительно поля

В разд. 4.5 приведены свойства дисперсии магнитостатических волн
при наличии диссипации при распространении волн перпендикулярно
направлению поля. Теперь обратимся к случаю распространению волн
относительно поля в произвольном направлении. Геометрию и основ-
ные параметры задачи положим теми же самыми, что в предыдущих
разделах.
Величину угла ϕ будем менять в пределах от 0◦ до 60◦ (при макси-

мальном угле отсечки на низшей частоте спектра ПМСВ, равном 61◦).
Параметр затухания α возьмем в пределах от 0,01 до 0,15. Время
релаксации будем определять по методике, описанной в разд. 4.5.2.
В рассматриваемых ситуациях это время будет составлять порядка
(0,5–1,0) · 10−8 с. Остальные значения параметров, используемые для
построения кривых, указаны в подписях к рисункам и в тексте.

Замечание. Как будет видно из дальнейшего изложения, рассмат-
риваются два уровня затухания: малое и большое. Четкого критерия,
разделяющего эти уровни, не установлено, однако «малое» затухание
соответствует небольшому изменению основных зависимостей (в пре-
делах не более 10%), а «большое» — приближению к предельному
значению затухания, при котором распространение ПМСВ еще воз-
можно. Так, малое затухание будет соответствовать α = 0,01, а боль-
шое α = 0,05 или α = 0,15 (в зависимости от конкретных случаев).
Несколько более подробно смысл значения «большого» затухания от-
мечен ранее в замечании к разд. 4.6.

4.11.1. Волновое число и дисперсионные соотношения

Как и ранее, волновое число будем считать комплексным:

k = η − iξ, (4.159)

где η и ξ — действительные постоянные (η > 0 и ξ > 0).
Согласно показанному в разд. 4.8, прямые ПМСВ существуют

в интервале частот между f1 и f2, а обратные — в интервале частот
между f2 и f3, то есть f2 является разграничительной линией между
областями прямых и обратных волн.
При расчете будем использовать те же алгоритмы, что в разд. 4.5.



194 Гл. 4. Дисперсионные свойства магнитостатических волн

4.12. Дисперсия прямых ПМСВ при изменении
действительной части волнового числа

Рассмотрим сначала дисперсию прямых ПМСВ при изменении дей-
ствительной части волнового числа. Вследствие сильного различия
случаев малого и большого затухания, рассмотрим эти случаи по
отдельности.

4.12.1. Малое затухание

Рассмотрим сначала дисперсионные кривые прямых ПМСВ при
изменении действительной части волнового числа при сравнительно
малом затухании, для чего положим α = 0,01. Обратимся к рис. 4.14,
где представлены дисперсионные кривые прямых ПМСВ для действи-
тельной части волнового числа η при различных значениях угла ϕ
между волновым вектором и направлением поля.

Рис. 4.14. Дисперсионные кривые прямых ПМСВ для действительной части
волнового числа при различных значениях угла ϕ. Затухание малое: α = 0,01.
Угол ϕ: 1 — 0◦, 2 — 15◦, 3 — 30◦, 4 — 45◦, 5 — 55◦. Остальные параметры
совпадают с принятыми в разд. 4.4. На врезках – зависимости предельных

значений ηc, fc и vgc от угла ϕ

Можно видеть, что по мере увеличения угла ϕ дисперсионные
кривые отклоняются вниз по частоте, а их предельная длина умень-
шается. Отклонение дисперсионных кривых вниз является следствием
сужения дисперсионной поверхности ПМСВ в пространстве трех из-
мерений: f , ηy, ηz, где эта поверхность относительно плоскости Oηyηz
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имеет вид выгнутой кверху «полуконической крыши», сечение гори-
зонтальной плоскостью которой сужается по мере увеличения частоты
(см. напр. [159, стр. 81–82, рис. 4.6, рис. 4.7]. Ограничение длины дис-
персионных кривых на рис. 4.14 связано с ролью затухания и подробно
рассмотрено в разд. 4.5. Уменьшение такой ограниченной длины по ме-
ре увеличения ϕ опять-таки является следствием имеющего место при
этом сужения дисперсионной поверхности ПМСВ.
Интересно сопоставить этот рисунок с приведенным в разд. 4.6

рис. 4.6. Здесь кривая 1 построена при тех же параметрах, что
и кривая 1 на рис. 4.6, так что обе кривые полностью совпадают.
Однако там увеличение затухания приводит к приближению кривых
к вертикальной оси, тогда как здесь — тенденция обратная. С точки
зрения формирования дисперсионных поверхностей, в разд. 4.6, та-
кая поверхность по мере увеличения затухания поднимается кверху,
в результате чего линия пересечения этой поверхности с плоскостью,
перпендикулярной направлению поля, также стремится кверху. В на-
стоящей работе затухание не меняется, то есть поверхность в целом
остается неизменной, тогда как частота повышается, в результате чего
ветви линии пересечения поверхности с горизонтальной плоскостью
сближаются, что и приводит к стремлению дисперсионных кривых
на рис. 4.14 к горизонтальной оси.
Приведенные на врезках в рис. 4.14 зависимости предельных зна-

чений ηc, fc и vgc от угла ϕ дополнительно характеризуют тенденции
изменения этих параметров в точке обрыва дисперсионных кривых.
Уменьшение предельной частоты является свойством уменьшения верх-
ней границы спектра ПМСВ при увеличении угла ϕ, также нагляд-
но следующим из формы дисперсионной поверхности [159]. Так что
дисперсионные кривые обрываются по волновому числу тогда, когда
дисперсионная кривая достаточно близко подходит к своему верхнему
пределу, соответствующему заданному значению угла ϕ. Некоторое
увеличение групповой скорости вблизи точки обрыва, по-видимому,
отражает ту же тенденцию сближения времени релаксации с периодом
волны, что и в разделе 4.6.2, проявляющуюся там подобным образом
на врезке для vgc в рис. 4.6.
Обратимся теперь к рис. 4.15, где в тех же условиях показаны

зависимости групповой скорости прямых ПМСВ от действительной
части волнового числа. Кривая 1 здесь также совпадает с кривой 1
на рис. 4.7, остальные кривые 2–5 соответствуют постепенному увели-
чению угла ϕ в тех же пределах, что на рис. 4.14.
Можно видеть, что характер всех кривых — тот же, что и для

кривой 1: все они по мере увеличения η сначала несколько спадают,
после чего, пройдя через минимум, устремляются к плюс бесконеч-
ности. Согласно интерпретации, приведенной в разд. 4.6.2, минимум
кривых соответствует затуханию волны на расстоянии своей длины, то
есть переходу к апериодическому режиму. После такого перехода про-
исходит плавное стремление намагниченности к нулю на расстоянии,
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Рис. 4.15. Зависимости групповой скорости прямых ПМСВ от действительной
части волнового числа при различных значениях угла ϕ. Все параметры совпа-
дают с принятыми при построении рис. 4.14. На врезках — зависимости значе-
ний ηm, fm и vgm от угла ϕ, соответствующие минимумам основных кривых

значительно превышающем длину волны, что и дает кажущееся уве-
личение групповой скорости, проявляющееся в росте кривых правее
минимума.
Смещение минимума в сторону меньших значений η при увели-

чении ϕ обусловлен той же причиной, что и укорочение кривых на
рис. 4.14, то есть происходящим при этом уменьшением предельной
частоты спектра ПМСВ.
Приведенные на врезках в рис. 4.15 зависимости значений ηc,

fc и vgc от угла ϕ, соответствующие минимумам основных кривых,
в общем, ведут себя аналогично подобным зависимостям на рис. 4.7,
хотя там меняется параметр затухания, а здесь — угол.
Таким образом, хотя увеличение затухания соответствует росту

крутизны дисперсионной поверхности, а увеличение угла — смещению
по этой поверхности в сторону, можно заметить, что характер кривых
на рис. 4.7 и на рис. 4.15 качественно сходен, что связано с уменьше-
нием по мере увеличения η максимально достижимой частоты ПМСВ
в обоих этих случаях.

4.12.2. Большое затухание

Рассмотрим теперь те же дисперсионные кривые прямых ПМСВ
при изменении действительной части волнового числа при довольно
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большом параметре затухания α = 0,15, величина которого, согласно
показанному в разд. 4.6 близка к предельно допустимому значению
(около 0,20), выше которого распространение ПМСВ отсутствует. Об-
ратимся к рис. 4.16, где представлены те же кривые, что на рис. 4.14,
но при α = 0,15. Здесь кривая 1 (с точностью до масштаба по горизон-
тали) совпадает с кривой 4 на рис. 4.6 в разд. 4.6, а остальные кривые
соответствуют постепенному увеличению угла ϕ.

Рис. 4.16. Дисперсионные кривые прямых ПМСВ для действительной части
волнового числа при различных значениях угла ϕ. Затухание большое: α =
= 0,15. Угол ϕ: 1 — 0◦, 2 — 15◦, 3 — 30◦, 4 — 45◦, 5 — 55◦. Остальные
параметры совпадают с принятыми в разд. 4.4. На врезках — зависимости

предельных значений ηc, fc и vgc от угла ϕ

Главным отличием от кривых, приведенных на рис. 4.14, здесь яв-
ляется изменение знака выпуклости кривых: там их выпуклость на-
правлена вверх, тогда как здесь — вниз. Однако, как можно видеть
из рис. 4.6, такое изменение знака выпуклости связано не с изменением
угла ϕ, а обусловлено увеличением затухания. Так, на том же рис. 4.6
кривая 1, соответствующая α = 0,01, имеет выпуклость вверх, тогда
как кривая 4 на том же рисунке, соответствующая α = 0,15, имеет
выпуклость вниз. Поскольку кривые на рис. 4.16 здесь только на-
чинаются с такой кривой, то все они имеют тоже выпуклость вниз.
Согласно показанному в разд. 4.6.2, трансформация знака выпуклости
с положительного на отрицательный при увеличении затухания связа-
на с приближением времени релаксации волны к величине ее периода,
приводящим в конце концов к обрыву кривых.
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По остальным свойствам, таким как ограничение по частоте и вол-
новому числу, кривые при большом затухании (рис. 4.16) ведут се-
бя подобно таковым при малом (рис. 4.14). Зависимости на врезках
в рис. 4.16 также подобны таковым на рис. 4.14, что говорит о полном
единстве механизмов, связанных с увеличением угла ϕ, в обоих слу-
чаях как малого, так и большого затухания.
Рассмотрим теперь зависимости групповой скорости прямых ПМСВ

от действительной части волнового числа при различных значениях
угла ϕ в случае большого затухания, для чего обратимся к рис. 4.17,
где представлены те же зависимости, что и на рис. 4.15, но при α=0,15.

Рис. 4.17. Зависимости групповой скорости прямых ПМСВ от действительной
части волнового числа при различных значениях угла ϕ. Параметр затуха-
ния α = 0,15. Остальные параметры совпадают с принятыми при построении
рис. 4.15. На врезках — зависимости значений ηm, fm и vgm от угла ϕ,

соответствующие минимумам основных кривых

Можно видеть, что приведенные здесь кривые ведут себя подобно
таковым на рис. 4.15. Интервал волновых чисел соответствует тако-
вому на рис. 4.16. Резким отличием является значительно большая
(примерно в пять раз) групповая скорость для кривых на всем их про-
тяжении по сравнению с кривыми на рис. 4.15. Из сравнения с рис. 4.6,
можно видеть, что такой рост групповой скорости обусловлен именно
увеличением затухания: так кривые 2, 3, 4 на рис. 4.6 идут тем круче,
чем затухание больше.
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В остальном поведение кривых на рис. 4.17, в том числе на врез-
ках, подобно таковому на рис. 4.15 с учетом изменения масштаба по
горизонтальной оси, причина чего отмечена выше.

4.13. Дисперсия обратных ПМСВ при изменении
действительной части волнового числа

Обратимся теперь к рассмотрению дисперсии обратных ПМСВ при
тех же условиях.

4.13.1. Малое затухание

Рассмотрим теперь дисперсионные кривые обратных диссипативных
ПМСВ при изменении действительной части волнового числа. Сначала
обратимся к случаю малого затухания, то есть положим α = 0,01. Рас-
смотрим рис. 4.18, где представлены дисперсионные кривые обратных
ПМСВ для действительной части волнового числа η при различных
значения угла ϕ между волновым вектором и направлением поля.

Рис. 4.18. Дисперсионные кривые обратных ПМСВ для действительной части
волнового числа при различных значениях угла ϕ. Затухание малое: α = 0,01.
Угол ϕ: 1 — 0◦, 2 — 15◦, 3 — 30◦, 4 — 45◦, 5 — 55◦. Остальные параметры
совпадают с принятыми в разд. 4.4. На врезках — зависимости предельных

значений ηc, fc и vgc от угла ϕ

На этом рисунке кривая 1 совпадает с кривой 1 на рис. 4.8
в разд. 4.7, как построенная при тех же параметрах, тогда как осталь-
ные кривые, соответствующие увеличению угла ϕ, смещаются вниз
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как по частоте, так и по волновому числу, причем их полная длина
уменьшается.
Можно видеть, что ограничение дисперсионных кривых по волно-

вому числу имеет место как сверху, так и снизу. Ограничение сверху
(сплошные точки на концах кривых) связано с ролью затухания и по-
дробно рассмотрено в предыдущих частях настоящей работы. Ограниче-
ние снизу (открытые точки) выражено значительно слабее, чем сверху
и связано со снижением верхней частотной границы области существо-
вания обратных ПМСВ, как это видно из рис. 4.10 в разд. 4.8. Следу-
ет отметить, что на ограничении снизу увеличение угла ϕ, сказывается
значительно слабее, чем увеличение затухания, как это можно видеть
из сравнения с рис. 4.8. Там увеличение затухания в почти полном
интервале допустимых значений параметра α (от 0,010 до 0,075)
приводит к изменению нижней границы кривых по волновому числу
с 20 см−1 до 160 см−1, тогда как здесь при изменении угла ϕ от нуля
до 55◦ (то есть почти в полном интервале отсечки, соответствую-
щем на низшей частоте спектра 61◦), нижняя граница дисперсионных
кривых увеличивается с 20 см−1 до всего 40 см−1. Следует полагать,
что наблюдаемое уменьшение полной длины дисперсионных кривых по
мере увеличения ϕ обусловлено сужением дисперсионной поверхности
обратных ПМСВ.
Приведенные на врезках зависимости предельных значений ηc, fc

и vgc при увеличении угла ϕ имеют те же тенденции изменения, что
и при увеличении затухания, иллюстрируемые врезками в рис. 4.8.
Однако здесь по мере увеличения ϕ изменение этих зависимостей уско-
ряется, тогда как там при увеличении затухания, по крайней мере для ηc
и vgc — замедляется. Можно полагать, что такое различие обусловлено
тем фактом, что увеличение затухании приводит к увеличению крутизны
дисперсионной поверхности, тогда как увеличение угла ϕ сводится толь-
ко к изменению сечения поверхности, общего ее вида не меняя.

Замечание. Представленный на рис. 4.18 ход дисперсионных кри-
вых для обратных волн, так же как и для прямых, отражает характер
сечения дисперсионной поверхности в пространстве трех измерений f ,
ηy, ηz вертикальной плоскостью, соответствующей заданному углу ϕ,
однако вид этой поверхности здесь более сложен и в известной авторам
литературе до настоящего времени не был исследован, поэтому авторы
предполагают посвятить анализу такой поверхности отдельную работу.
Обратимся теперь к рис. 4.19, где в тех же условиях показаны

зависимости групповой скорости обратных ПМСВ от действительной
части волнового числа. Кривая 1 здесь также совпадает с кривой 1
на рис. 4.9 в разд. 4.7, остальные кривые 2–5 соответствуют постепен-
ному увеличению угла ϕ в тех же пределах, что на рис. 4.18.
Можно видеть, что характер всех кривых — тот же, что и для

кривой 1: все они по мере увеличения η сначала возрастают, после
чего, пройдя через максимум, устремляются к минус бесконечности.
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Рис. 4.19. Зависимости групповой скорости обратных ПМСВ от действительной
части волнового числа при различных значениях угла ϕ. Все параметры совпада-
ют с принятыми при построении рис. 4.18. На врезках — зависимости значений
ηm, fm и vgm от угла ϕ, соответствующие максимумам основных кривых

Как и в разд. 4.7, общий характер кривых здесь представляет собой
как бы «отражение» в горизонтальной оси подобных кривых для пря-
мых ПМСВ, приведенных на рис. 4.15. Интерпретация их хода также
аналогична.
Приведенные на врезках зависимости значений ηm и vgm от уг-

ла ϕ, соответствующие максимумам основных кривых, в общем ве-
дут себя аналогично подобным зависимостям на рис. 4.9, однако ход
зависимости для fm — обратный, то есть частота максимума при
увеличении ϕ увеличивается от случая зависимости от α, где частота
максимума уменьшается. Такое различие, по-видимому, связано с тем
обстоятельством, что увеличение затухания приводит к увеличению
крутизны дисперсионной поверхности, тогда как увеличение угла такой
поверхности не меняет.

4.13.2. Большое затухание
Рассмотрим теперь характер дисперсионных кривых обратных дис-

сипативных ПМСВ при большом уровне затухания, то есть положим
α = 0,05. Заметим, что это значение затухания является близким
к предельному для обратных волн, как это можно видеть из рис. 4.10,
то есть с точки зрения области существования ПМСВ такое затухание
можно считать большим. Соответствующие зависимости для различ-
ных значений угла ϕ показаны на рис. 4.20. Кривая 1 здесь совпадает
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Рис. 4.20. Дисперсионные кривые обратных ПМСВ для действительной ча-
сти волнового числа при различных значениях угла ϕ. Затухание большое:
α = 0,05. Угол ϕ: 1 — 0◦, 2 — 15◦, 3 — 30◦. Остальные параметры сов-
падают с принятыми в разд. 4.4. На врезках — зависимости предельных

значений ηc, fc и vgc от угла ϕ

с кривой 3 на рис. 4.8 в разд. 4.7, как соответствующие одинаковому
уровню затухания.
Можно видеть, что здесь, по сравнению со случаем малого затуха-

ния, представленным на рис. 4.18, допустимый интервал изменения уг-
ла ϕ значительно сужен. Контрольная проверка показывает, что он огра-
ничен сверху величиной ϕ = 35◦. Общий ход кривых — примерно тот
же, что на рис. 4.18, но здесь они заключены в значительно более узком
интервале как по частоте, так и по волновому числу. Так, на рис. 4.18
этот интервал по частоте составляет от 2850 МГц до 4350 МГц, тогда
как здесь он простирается от 3450 МГц до 4170 МГц, то есть сужается
с 1500 МГц до 720 МГц, то есть более чем вдвое. По волновому
числу такие же цифры на рис. 4.18 составляют 20 см−1 и 1030 см−1,
а на рис. 4.19 — 80 см−1 и 490 см−1, так что интервал сужается
с 1010 см−1 до 410 см−1, то есть в два с половиной раза. При этом,
однако, по частоте интервал между кривыми, соответствующими со-
седним значениям угла ϕ, примерно сохраняется. Так, на рис. 4.19
интервал между серединами кривых 2 и 3 составляет около 300 МГц
(от 3550 до 3850 МГц), а на рис. 4.20 интервал между такими же
кривыми примерно равен 270 МГц (от 3580 до 3850 МГц). Следствием
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такой близости величины интервалов при разных уровнях затухания
является значительное сужение области допустимых значений угла ϕ:
с 60◦ при малом затухании до 35◦ при большом, в результате че-
го при шаге в 15◦ на рис. 4.20 умещается пять кривых, тогда как
на рис. 4.20 — всего три.
Приведенные на врезках зависимости предельных значений ηc, fc

и vgc от угла ϕ, отмеченных по концам кривых со стороны больших
значений η, имеют тот же характер, что и на рис. 4.18, отражая,
однако, сужение интервала существования ПМСВ, наблюдаемое для
основных дисперсионных кривых.

Рис. 4.21. Зависимости групповой скорости обратных ПМСВ от действитель-
ной части волнового числа при различных значениях угла ϕ. Все параметры
совпадают с принятыми при построении рис. 4.20. На врезках — зависимости
значений ηm, fm и vgm от угла ϕ, соответствующие максимумам основных

кривых

Обратимся теперь к рис. 4.21, где в тех же условиях показаны
зависимости групповой скорости обратных ПМСВ от действительной
части волнового числа. Кривая 1 здесь совпадает с кривой 3 на рис. 4.9,
остальные кривые 2 и 3 соответствуют увеличению угла ϕ в тех же
пределах, что на рис. 4.20.
Можно видеть, что характер зависимостей совпадает с таковым

для кривых, приведенных на рис. 4.19, с тем различием, что здесь
интервал кривых по волновому числу сужен в той же степени, что
и на рис. 4.20, тогда как абсолютные величины групповых скоростей
заметно увеличены. Так, на рис. 4.19 максимумы кривых группируются
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вокруг −0,2 · 107 см · с−1, тогда как здесь подобным максимумам соот-
ветствуют скорости от −0,6 · 107 см · с−1 до −0,8 · 107 см · с−1. Можно
полагать, то такое увеличение связано с более крутым характером дис-
персионной поверхности, соответствующей рис. 4.21, обусловленным
большей величиной параметра затухания.
Зависимости на врезках аналогичны подобным на рис. 4.19 с учетом

сужения интервалов существования ПМСВ, отмеченного при рассмот-
рении рис. 4.20.

4.14. Дисперсия ПМСВ при изменении мнимой части
волнового числа

Рассмотрим теперь влияние на дисперсию ПМСВ изменения мни-
мой части волнового числа.

4.14.1. Малое затухание

Рассмотрим теперь роль направления волнового вектора ПМСВ
в формировании дисперсии мнимой части волнового числа, для чего об-
ратимся к рис. 4.22. На этом рисунке показаны дисперсионные кривые
ПМСВ для мнимой части волнового числа при различных значениях

Рис. 4.22. Дисперсионные кривые ПМСВ для мнимой части волнового числа
при различных значениях угла ϕ. Затухание малое: α = 0,01. Угол ϕ: 1 — 0◦,
2 — 15◦, 3 — 30◦, 4 — 45◦, 5 — 55◦. Остальные параметры совпадают с приня-
тыми в разд. 4.4. На врезках показаны зависимости предельных значений ξ(±)

p

и vgp в точке перегиба от угла ϕ
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угла ϕ в случае малого затухания: α = 0,01. Кривая 1 соответствует
кривой 1 на рис. 4.11, как построенная при тех же значениях всех
параметров.

Замечание. Кривые на следующих далее рис. 4.22–4.25 построены
путем полного решения уравнения (4.133) без каких-либо ограничений,
заключенных в самом этом уравнении. Следует заметить, что в общем
случае области существования как прямых, так и обратных ПМСВ
по частоте имеют ограничения как сверху, так и снизу, зависимость ко-
торых от параметра затухания иллюстрируется рис. 4.10. В настоящем
рассмотрении, как можно видеть из предыдущих рисунков, подобные
ограничения также имеют место, однако на данном этапе ограничимся
общим случаем полного решения уравнения (4.133), без их подробного
учета.

Из рис. 4.22 можно видеть, что по мере увеличения частоты мнимая
часть волнового числа всегда монотонно возрастает, то есть затухание
волн при этом увеличивается. Вблизи среднего участка кривые име-
ют перегиб, соответствующий резкому росту затухания при переходе
от прямых волн к обратным. По мере увеличения угла ϕ ход кривых
в точке перегиба становится более крутым, то есть перегиб становится
более плавным. Такое сглаживание перегиба проявляется тем сильнее,
чем угол ϕ больше.
Все кривые начинаются вблизи нижней границы существования

прямых ПМСВ f1 = 2739,2 МГц. Концы кривых приходятся на верхние
границы существования обратных (диссипативных) ПМСВ, соответ-
ствующих заданному углу ϕ. Так, для кривой 1, где ϕ = 0, эта частота
близка к f3 = 4416,8 МГц, а для других — соответственно тем ниже,
чем угол ϕ больше. Частота перегиба может быть определена как со-
ответствующая верхней границе существования прямых ПМСВ и для
кривой 1 равна f2 = 3575 МГц.
Из рис. 4.11 можно видеть, что там точки перегиба для всех кривых

совпадают и соответствуют ξ = 509 см−1 и f = 3675 МГц, то есть
кривые по мере увеличения затухания как бы поворачиваются вокруг
этой точки в направлении против часовой стрелки. Здесь же по мере
увеличения угла ϕ кривые практически без поворота смещаются по ча-
стоте и волновому числу к меньшим значениям, при этом полная длина
кривых соответственно уменьшается. Можно полагать, что подобная
трансформация кривых отражает характер конфигурации сечения дис-
персионной поверхности для мнимой части волнового числа, которая
здесь для прямых и обратных волн является единой.
На первых двух врезках показаны зависимости предельных значе-

ний мнимой части волнового числа ξ(−)
p и ξ(+)

p от угла ϕ. Такой их ход
отражает сужение области существования ПМСВ по мере увеличе-
ния ϕ. На третьей врезке показана зависимость групповой скорости
роста затухания ПМСВ в точке перегиба от угла ϕ. Можно видеть, что
несмотря на визуально кажущуюся из вида кривых 1–5 неизменность
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этой скорости, она после небольшого увеличения при ϕ = 15◦ претер-
певает некоторое уменьшение, при ϕ = 55◦ достигающее почти трех
раз.
Обратимся теперь к рис. 4.23, где показаны зависимости групповой

скорости роста затухания ПМСВ от мнимой части волнового числа
при α = 0,01 и различных значениях угла ϕ. Кривая 1 здесь совпадает
с кривой 1 на рис. 4.12, как построенная при тех же параметрах.
Остальные кривые соответствуют увеличению угла ϕ во всей области
существования ПМСВ.

Рис. 4.23. Зависимости групповой скорости затухания ПМСВ от мнимой части
волнового числа при различных значениях угла ϕ. Все параметры совпадают
с принятыми при построении рис. 4.12. На врезке показаны те же кривые

в логарифмическом масштабе

Можно видеть, что все кривые по мере приближения к краям
области существования ПМСВ возрастают тем более резко, чем угол ϕ
меньше. Минимумы кривых приходятся на точки перегиба соответ-
ствующих зависимостей на рис. 4.12. Рост взаимно противоположных
ветвей кривых заканчивается при тех значениях ξ, при которых кривые
на рис.4.12 выходят на верхний и нижний пределы по частоте.
Отличие от кривых, соответствующих росту затухания (рис. 4.12),

состоит в том, что там все кривые были как бы симметрично вложены
друг в друга, что было вызвано совпадением точек перегиба, тогда как
здесь по мере увеличения угла ϕ кривые как целое смещаются в сто-



4.14. Дисперсия ПМСВ при изменении мнимой части волнового числа 207

рону меньших значений ξ, что соответствует аналогичному смещению
точек перегиба кривых на рис. 4.22.
Можно отметить участок аномального максимума зависимостей vgp

от ξ, имеющий место для кривых 4 и 5 в окрестности ξ = 70 см−1.
Наличие такого участка говорит об аномальной деформации дисперси-
онной поверхности вблизи малых значений волновых чисел.
На врезке показаны те же зависимости в логарифмическом масшта-

бе, несколько более наглядно иллюстрирующие ход кривых в области
минимумов.

4.14.2. Большое затухание

Рассмотрим теперь роль направления волнового вектора ПМСВ
в формировании дисперсии мнимой части волнового числа в случае
большого затухания, для чего обратимся к рис. 4.24, где показаны
дисперсионные кривые ПМСВ для мнимой части волнового числа при
различных значениях угла ϕ в случае α = 0,15. Здесь кривая 1 с точ-
ностью до масштаба по осям совпадает с кривой 4 на рис. 4.11, как
построенная при тех же значениях параметров.

Рис. 4.24. Дисперсионные кривые ПМСВ для мнимой части волнового числа
при различных значениях угла ϕ в случае большого затухания: α = 0,01.
Угол ϕ: 1 — 0◦, 2 — 15◦, 3 — 30◦, 4 — 45◦, 5 — 55◦. Остальные параметры
совпадают с принятыми в разд. 4.4. На врезках показаны зависимости пре-

дельных значений ξ(±)
p и vgp в точке перегиба от угла ϕ
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Можно видеть, что здесь кривые по мере увеличения угла ϕ прояв-
ляют те же тенденции, что и на рис. 4.12, с тем, однако, отличием, что
в рассматриваемом случае, в соответствии с увеличением затухания,
крутизна всех кривых значительно возрастает, в результате чего по
значению волнового числа они располагаются заметно теснее. Кри-
вые 1–4 имеют более или менее заметно выраженный перегиб, тогда
как на кривой 5, соответствующей максимально допустимому значению
угла ϕ, перегиб уже отсутствует. Показанные на врезках зависимости
ξ
(±)
p и vgp от угла ϕ подобны таковым, приведенным на рис. 4.22,
отличаясь лишь более узкими диапазонами изменения параметров.

Рис. 4.25. Зависимости групповой скорости затухания ПМСВ от мнимой части
волнового числа при различных значениях угла ϕ в случае большого затуха-
ния: α = 0,15. Все параметры совпадают с принятыми при построении рис. 4.24

Обратимся теперь к рис. 4.25, где показаны зависимости групповой
скорости роста затухания ПМСВ от мнимой части волнового числа при
различных значениях угла ϕ и большом затухании α = 0,15. Кривая 1
здесь с точностью до масштаба совпадает с кривой 4 на рис. 4.12, как
построенная при тех же параметрах. Остальные кривые соответствуют
увеличению угла ϕ во всей области существования ПМСВ.
Можно видеть, что здесь общий характер кривых подобен таковому

на рис. 4.23, однако в рассматриваемом случае кривые в области малых
волновых чисел при тех же углах ϕ отличаются значительно большим
относительным разнесением по значениям vgp, что отражает большее
влияние затухания.
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Аномальный максимум впервые проявляется на кривой 2, соответ-
ствующей ϕ = 15◦, причем по мере увеличения ϕ до 45◦ (кривая 4)
переходит в перегиб, после чего на его месте при ϕ = 55◦ появляет-
ся полого возрастающий участок (кривая 5), отражающий отсутствие
точки перегиба на кривой 5 на рис. 4.25. Такой ход кривых дополни-
тельно свидетельствует в пользу сложного характера дисперсионных
поверхностей при малых значениях мнимой части волнового числа.

4.15. Возбуждение ПМСВ линейным
преобразователем

Рассмотрим теперь прикладные аспекты проделанного исследова-
ния, в первую очередь обратимся к эффективности возбуждения пря-
мых ПМСВ, наблюдавшихся в экспериментах [229–234].
Поле магнитостатической волны в ферритовой пластине, возбужда-

емое преобразователем, представляющим собой одиночный линейный
проводник ширины b, имеет вид [40–42]:

hw = |C| sin(kb/2)
kb/2

, (4.160)

где k — волновое число, C — комплексная постоянная, определяемая
параметрами материала проводника и ферритовой пластины.

На рис. 4.26 показана функция
sin(kb/2)
kb/2

. Ширина основного ле-

пестка на уровне половины высоты близка к π, то есть:
kb

2
= π. (4.161)

Полагая, что для наиболее эффективного возбуждения ширина лепест-
ка должно равняться половине длины волны, получаем полную длину
волны:

λc = 2b. (4.162)

Из рис. 4.26 видно, что функция hw/C является знакопеременной.
Однако амплитуда возбуждаемых ПМСВ от фазы возбуждения не
зависит, поэтому для оценки эффективности возбуждения надо брать
модуль этой функции |hw/C|, зависимость которого от частоты име-
ет вид: ∣∣∣hw

C

∣∣∣ =
∣∣∣sin(πbf

c

)∣∣∣
πbf

c

, (4.163)

где c — скорость электромагнитной волны, в свободном пространстве
(над плоскостью магнитной пластины) равная скорости света.
На рис. 4.4, приведенном в разд. 4.4.3, пунктирными линиями 1–3

показаны частотные зависимости функции поля |hw/C|, возбуждаемого
преобразователями различной ширины. Кривые построены по фор-
муле (4.163), с нормировкой на значение, соответствующее низшей
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Рис. 4.26. Функция, описывающая поле в ферритовой пластине, возбуждаемое
одиночным линейным преобразователем

частоте спектра. Из рисунка видно, что поле, создаваемое преобра-
зователем шириной 10 мкм (кривая 1) на уровне 0,5 от максимума,
по частоте перекрывает практически весь диапазон прямых ПМСВ,
тогда как для преобразователя шириной 40 мкм (кривая 2) перекрытие
уменьшается до 90%, а для преобразователя шириной 160 мкм (кри-
вая 3) составляет всего 50%.
Таким образом, можно полагать, что для эффективного возбужде-

ния ПМСВ в 90% диапазона прямых волн, ширина преобразователя
должна быть не более 14 мкм.

4.16. Замечание о наблюдении прямых ПМСВ
в эксперименте

В экспериментах [229–234] наблюдались прямые ПМСВ, для воз-
буждения которых использовался одиночный линейный преобразо-
ватель из проволоки цилиндрического сечения с толщиной 12 мкм.
При этом крайние частоты спектра прямых ПМСВ равнялись: fb =
= 2739,2 МГц, fs = 3675,0 МГц.
Если считать, что толщина цилиндрической проволоки эквивалент-

на ширине плоского преобразователя, то получаем, что в этом случае
полная длина волны равна 24 мкм. Этой длине волны соответствует
частота fc = 3674,7 МГц, которая весьма близка к верхней частоте
спектра fs.
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Однако в экспериментах [229–234] минимальная длина волны, ко-
торую удавалось возбудить упомянутым преобразователем, составляла
всего λe = 70 мкм при частоте 3619,0 МГц.
Таким образом, преобразователь толщиной 12 мкм возбуждал вол-

ну, которую должен был бы возбуждать преобразователь толщиной
35 мкм.
Такое несоответствие, по-видимому, является следствием ограниче-

ния спектра прямых ПМСВ из-за затухания.
Действительно, из рис. 4.4 можно видеть, что амплитуда ПМСВ

на частоте 3619,0 МГц составляет примерно 0,6 от амплитуды на на-
чальном участке спектра. При этом поле на той же частоте составляет
около 0,95 от максимума. Если полагать, что амплитуда возбуждаемой
ПМСВ пропорциональна произведению этих величин, то получаем
коэффициент 0,57.
В экспериментах обычно измеряется не амплитуда сигнала, а его

мощность, пропорциональная квадрату амплитуды, равная 0,32. Далее
надо учесть, что в экспериментах ПМСВ не только возбуждались, но
и принимались подобным же преобразователем, то есть величину 0,32
надо возвести в квадрат, что дает ∼ 0,10. Таким образом, получаем,
что даже без учета затухания волны при распространении, на частоте
3619,0 МГц наблюдаемый сигнал составлял около 10% от величины
сигнала на начальной частоте спектра, то есть претерпевал ослабление
порядка 10 дБ.
В экспериментах расстояние между преобразователями составляло

порядка единиц сантиметров, что давало возможность наблюдать сиг-
нал, соответствующий началу спектра, на уровне не более 10–20 дБ
выше уровня шума. Поэтому добавка к затуханию еще 10 дБ, обуслов-
ленных ограничением спектра прямых ПМСВ из-за затухания, вполне
могла приводить к снижению уровня сигнала ниже уровня шума, что
и не позволило наблюдать ПМСВ длиной менее 70 мкм.

4.17. Некоторые рекомендации для наблюдения
диссипативных ПМСВ в эксперименте

Предыдущее замечание касалось реально наблюдавшихся во мно-
жестве экспериментов прямых ПМСВ. Однако какие-либо сообщения
о наблюдении диссипативных ПМСВ в литературе, известной авторам
настоящей работы, отсутствуют. Из проведенного рассмотрения можно
дать некоторые рекомендации для такого наблюдения.
Во-первых, благодаря обратному характеру диссипативных ПМСВ,

направление их групповой скорости противоположно направлению
групповой скорости прямых ПМСВ, то есть распространение надо
наблюдать в направлении, противоположном направлению распростра-
нения прямых ПМСВ, для чего в простейшем случае излучающий
и приемный преобразователи должны поменяться местами.
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Очевидной рекомендацией является выбор для эксперимента пленок
ЖИГ с как можно меньшим значением параметра затухания.
В то же время, исходя из общей крутизны дисперсионных кривых,

показанных на рис. 4.2, приведенном в разд. 4.4.1, можно сделать
вывод, что использование пленок большей толщины (десятки мкм) поз-
воляет эффективнее возбуждать более длинные волны, обладающие,
однако, большей скоростью, а в тонких пленках (единицы мкм) могут
быть возбуждены более короткие волны, скорость которых значительно
меньше.
Далее, благодаря чрезвычайно большому затуханию диссипатив-

ных волн при распространении, расстояние между преобразователями
должно составлять не более нескольких десятков микрометров, что
делает его сравнимым с толщиной используемых проволочных преоб-
разователей. В этом случае возникает опасность сильного прямого про-
сачивания электромагнитного сигнала с излучающего преобразователя
на приемный, так что для предотвращения прямой наводки должны
быть приняты специальные меры. По-видимому, в этом случае можно
рекомендовать в качестве преобразователей использование микропо-
лосковых проводников на достаточно широком основании [247, 248].
Для таких структур, благодаря весьма высокой концентрации поля
в области между полосковым проводником и подложкой, прямое из-
лучение и связанная с ним наводка практически отсутствует, что
позволяет их эффективно использовать при построении интегральных
схем на СВЧ [249, 250], в том числе с магнитными компонента-
ми [251, 252].
Другим возможным вариантом предотвращения опасности пря-

мой наводки можно считать использование импульсного режима, из-
давна применяемого для исследования ферритовых линий задерж-
ки [147, 253–256], что позволило бы разделить мешающий пролеза-
ющий и полезный задержанный сигналы во времени. Однако для на-
блюдения диссипативных волн, учитывая близость между излучающим
и приемным преобразователями, время задержки, по-видимому, будет
составлять не более десятков или в лучшем случае сотен наносекунд,
что потребует использования импульсов еще меньшей длительности.
Такие сверхкороткие импульсы потребуют значительного расширения
полосы приемного тракта с вытекающим отсюда повышением уров-
ня шумов и ослаблением чувствительности тракта в целом. Таким
образом, использование импульсного режима требует компромиссной
оценки между длительностью импульсов и чувствительностью тракта
с учетом весьма большого затухания диссипативных волн.

Выводы по главе 4

Данная глава посвящена рассмотрению дисперсионных свойства
магнитостатических волн, распространяющихся в касательно намагни-
ченной ферритовой пластине, обладающей гиротропными свойствами.
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Получены дисперсионные соотношения для действительной и мни-
мой частей волнового числа. Основное внимание уделено влиянию
диссипации на закон дисперсии магнитостатической волны. Отмечено
ограничение по максимальной величине волнового числа. Приведены
данные для сравнения с экспериментом.
Основные вопросы, освещаемые в настоящей главе, сводятся к сле-

дующему.
1. В геометрии плоскопараллельной намагниченной в плоскости

ферритовой пластины получено дисперсионное соотношение для по-
верхностных магнитостатических волн, записанное через экспоненци-
альные функции от комплексного волнового числа и действительной
частоты. Подстановка в полученное соотношение комплексной магнит-
ной восприимчивости, найденной из решения уравнения движения для
намагниченности Ландау–Лифшица с диссипативным членом в форме
Гильберта, позволила в явном виде выделить компоненты, определяю-
щие действительную и мнимую части комплексного волнового числа.
Приведены основные алгоритмы численного расчета обеих компонент
волнового числа, групповой скорости и времени установления стацио-
нарной амплитуды колебаний намагниченности.
2. На основе анализа общего характера волновой функции вве-

дены определения дисперсионного соотношения для действительной
и мнимой частей волнового числа. Получено уравнение, определяющее
частотные границы областей существования прямых и обратных по-
верхностных магнитостатических волн, найдены характерные значения
частот.
3. Рассмотрено приближение малого затухания. Для случая типич-

ных значений параметров материала и частоты возбуждения выполнена
оценка его применимости. В таком приближении получены компоненты
динамической магнитной восприимчивости в среде с диссипацией.
4. Для общего случая распространения волны в плоскости пла-

стины в произвольном направлении относительно постоянного поля
получено общее дисперсионное соотношение, в полярной системе ко-
ординат выражаемое через экспоненты, показатели которых зависят от
комплексного волнового числа. На основе анализа такого соотношения
выявлены две его ветви, разделенные по частоте граничным значением,
соответствующим стремлению действительной части волнового числа
к бесконечности. Показано, что волны, лежащие по частоте ниже
критического значения, являются прямыми и в пределе отсутствия
затухания переходят в классические волны типа Дэймона–Эшбаха,
тогда как волны, лежащие по частоте выше предельного значения,
являются обратными, классического аналога не имеют и в отсутствие
затухания также отсутствуют.
5. Построены дисперсионные кривые при параметрах задачи, близ-

ких к условиям реального эксперимента. Продемонстрировано огра-
ничение дисперсионных кривых со стороны максимального значе-
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ния действительной части волнового числа. Выявлена математическая
природа такого ограничения, получено математическое соотношение,
являющееся условием существования обеих ветвей поверхностных маг-
нитостатических волн, включающее в себя кроме волнового числа
также параметр затухания и толщину магнитной пластины, по которым
в свою очередь также имеются ограничения.
6. При параметрах, близких к условиям эксперимента, построена

дисперсионная кривая для диссипации. На ее основе показано, что
затухание при распространении обратных диссипативных ПМСВ мо-
жет превышать подобное затухание для прямых ПМСВ по показателю
экспоненты в сотни раз.
7. В геометрии плоскопараллельной, намагниченной в плоскости

ферритовой пластины с использованием дисперсионных соотношений
для компонент комплексного волнового числа в диссипативной среде,
исследована дисперсия прямых и обратных ПМСВ при распростране-
нии волны в направлении, перпендикулярном направлению подмагни-
чивающего поля.
8. Рассмотрена качественная физическая причина ограничения дис-

персионных кривых. На основе анализа соотношения между временем
релаксации колебаний намагниченности и периодом распространяю-
щейся волны показано, что рост волнового числа приводит к затуханию
волны на расстоянии своей длины, то есть к апериодическому режиму,
что и является препятствием для дальнейшего распространения волны.
9. Выявлены две ветви дисперсионных кривых, соответствующие

прямым и обратным волнам. Для прямых волн выявлен возрастающий
характер дисперсионных кривых по мере увеличения действительной
части волнового числа. Показано, что по мере увеличения диссипации
дисперсионные кривые отклоняются вверх по частоте относительно
бездиссипативной кривой, причем такое отклонение проявляется тем
сильнее, чем диссипация выше. Отмечено, что вблизи предельного
значения волнового числа дисперсионные кривые изгибаются вверх,
подходя к граничной частоте с близкой к вертикали касательной.
Определена групповая скорость распространяющейся волны. Показано,
что по мере увеличения действительной части волнового числа груп-
повая скорость сначала убывает, а после прохождения через минимум
переходит к возрастанию.
10. Для обратных волн выявлен убывающий характер дисперси-

онных кривых по мере увеличения действительной части волнового
числа. Показано, что по мере увеличения диссипации дисперсионные
кривые отклоняются вниз по частоте относительно бездиссипативной
кривой, причем такое отклонение проявляется тем сильнее, чем дис-
сипация выше. Отмечено, что вблизи предельного значения волнового
числа дисперсионные кривые изгибаются вниз, подходя к граничной
частоте с близкой к вертикали касательной. Определена групповая
скорость распространяющейся волны. Показано, что по мере увеличе-
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ния действительной части волнового числа групповая скорость сначала
возрастает, а после прохождения через максимум убывает.
11. Отмечена качественная симметрия дисперсионных зависимо-

стей для обратных волн таковым для прямых волн относительно
горизонтальной оси, соответствующей граничному значению частоты
между ними, однако количественные характеристики прямых и об-
ратных волн в этих случаях различаются. Дополнительное отличие
состоит в ограничении сверху по частоте области допустимых значений
параметра затухания, эквивалентное ограничению снизу допустимых
значений волновых чисел. В качестве предполагаемой причины такого
ограничения отмечен тот же механизм сближения времени релаксации
с периодом волны, что и для прямых волн, однако здесь действующий
в обратном порядке, что обусловлено встречным направлением фазовой
и групповой скоростей для обратных волн.
12. Определены частотные границы областей существования пря-

мых и обратных волн в зависимости от параметра затухания. Пока-
зано, что эти области при увеличении затухания сужаются, причем
для обратных волн сужение выражено значительно сильнее, чем для
прямых. Для обратных волн выявлено предельное значение парамет-
ра затухания, выше которого их существование полностью прекра-
щается.
13. При тех же параметрах, близких к эксперименту, построены

дисперсионные кривые для мнимой части волнового числа. По мере
увеличения мнимой части выявлен монотонный рост дисперсионной
кривой, быстрый вблизи нижней и верхней границ объединенной обла-
сти существования прямых и обратных ПМСВ и медленный в окрест-
ности частотной границы между этими областями, причем скорость
роста дисперсионной кривой с увеличением затухания увеличивается.
Выполнен анализ групповой скорости роста затухания, показано, что
эта скорость на противоположных границах области существования
ПМСВ велика, а вблизи границы, разделяющей области прямых и об-
ратных волн — минимальна.
14. Проведено качественное сравнение законов дисперсии для маг-

нитостатических волн с таковыми для электромагнитных волн. Пока-
зано, что дисперсионные свойства магнитостатических волн в общем
случае аналогичны подобным свойствам электромагнитных волн, рас-
пространяющихся в среде со значительной магнитной проницаемостью,
за счет чего дисперсия электромагнитных волн приобретает аномаль-
ный характер.
15. В геометрии плоскопараллельной намагниченной в плоскости

ферритовой пластины с использованием дисперсионных соотношений
для компонент комплексного волнового числа в диссипативной среде,
исследована дисперсия прямых и обратных ПМСВ при распростране-
нии волны в произвольном направлении относительно поля. Приведены
алгоритмы численного расчета дисперсионных зависимостей для дей-
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ствительной и мнимой частей волнового числа, а также групповых
скоростей распространения и роста затухания волны.
16. Построены дисперсионные кривые прямых ПМСВ при измене-

нии действительной части волнового числа в случае малого затухания.
Показано, что по мере увеличения угла между волновым вектором
ПМСВ и направлением поля, дисперсионные кривые отклоняются вниз
по частоте, а их предельная длина уменьшается. Полученные результа-
ты интерпретированы на основе представления о сечении плоскостью
дисперсионной поверхности ПМСВ в пространстве трех измерений: ча-
стоты и двух координатных компонент действительной части волнового
числа. Проведено сравнение с характером дисперсионных кривых при
изменении затухания. Показано, что различный вид дисперсионных
зависимостей, соответствующих изменению затухания и направления
распространения, обусловлен тем фактом, что рост затухания приво-
дит к увеличению крутизны дисперсионной поверхности, тогда как
отклонение волнового вектора волны от нормали к направлению поля
вида дисперсионной поверхности не меняет, а лишь приводит к по-
вороту секущей плоскости вокруг нормали к поверхности магнитной
пластины.
17. Те же дисперсионные кривые прямых ПМСВ при изменении

действительной части волнового числа проанализированы в случае
большого затухания. Выявлено, что отличие от случая малого зату-
хания состоит в отклонении дисперсионных кривых по мере увеличе-
ния угла не вниз, а вверх по частоте. Показано, что такое различие
обусловлено общей тенденцией отклонения дисперсионных кривых при
увеличении затухания по частоте вверх, причина которого состоит
в приближении времени установления стационарной амплитуды волны
к ее временному периоду и связанным с этим переходом к апериодиче-
скому режиму.
18. Рассмотрены зависимости групповой скорости прямых ПМСВ

от действительной части волнового числа в условиях малого и боль-
шого затухания. Показано, что при малых значениях волнового числа
групповая скорость уменьшается, после чего, пройдя через минимум,
при достаточно больших волновых числах увеличивается, стремясь
к бесконечности. Выявлено, что причиной минимума является затуха-
ние волны на расстоянии своей длины, то есть переход к апериодиче-
скому режиму, после чего происходит плавное стремление намагничен-
ности к нулю на расстоянии, значительно превышающем длину волны,
что и дает кажущееся увеличение групповой скорости.
19. Построены дисперсионные кривые обратных диссипативных

ПМСВ при изменении действительной части волнового числа в случае
малого и большого затухания. Показано, что по мере увеличения угла
отклонения волнового вектора ПМСВ от нормали к направлению поля
дисперсионные кривые для обратных волн смещаются вниз как по
частоте, так и по волновому числу, причем их полная длина уменьша-
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ется, так что ограничение дисперсионных кривых по волновому числу
происходит как сверху, так и снизу, что отражает сложный характер
соответствующей дисперсионной поверхности.
20. Рассмотрены зависимости групповой скорости обратных ПМСВ

от действительной части волнового числа в условиях малого и боль-
шого затухания. Показано, что соответствующие кривые при малых
значениях волнового числа сначала возрастают, после чего, пройдя
через максимум, при достаточно больших волновых числах спадают,
стремясь к бесконечности, то есть являются как бы «зеркальным отра-
жением» в горизонтальной оси подобных кривых для прямых ПМСВ,
причем интерпретация хода кривых является той же самой. Различие
между случаями малого и большого затухания состоит в том, что
при большом затухании интервал допустимых отклонений волнового
вектора волны от нормали к направлению поля значительно сужается,
однако интервал по частоте между зависимостями, соответствующи-
ми равноотстоящим друг от друга значениям угла сохраняется, что
приводит к усилению ограничения кривых как по частоте, так и по
волновому числу.
21. Построены дисперсионные кривые прямых и обратных ПМСВ

при изменении мнимой части волнового числа в случае малого и боль-
шого затухания. Показано, что по мере увеличения частоты мнимая
часть волнового числа всегда монотонно возрастает, то есть затухание
волн при этом увеличивается. Вблизи среднего участка кривые имеют
перегиб, соответствующий резкому росту затухания при переходе от
прямых волн к обратным. По мере увеличения угла между волновым
вектором и направлением поля кривые практически без поворота сме-
щаются по частоте и волновому числу к меньшим значениям, при этом
полная длина кривых соответственно уменьшается.
22. Исследованы зависимости групповой скорости роста затухания

ПМСВ от мнимой части волнового числа при малом и большом за-
тухании. Показано, что все кривые, имея вблизи середины области
существования ПМСВ минимум, по мере приближения к ее краям
возрастают тем более резко, чем угол между волновым вектором
и направлением поля меньше, причем положение минимума по мере
увеличения этого угла смещается в сторону меньших значений мнимой
части волнового числа. Различие между случаями малого и большо-
го затухания состоит в том, что при большом затухании крутизна
дисперсионных кривых в точке перегиба увеличивается тем сильнее,
чем затухание больше, причем интервал существования ПМСВ по
волновому числу и частоте сужается. Рост зависимостей групповой
скорости в области малых значений мнимой части волнового числа
сменяется спадом, отделенным от области роста локальным максиму-
мом, величина которого по мере увеличения угла спадает вплоть до
полного исчезновения.
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23. Рассмотрен вопрос о возможности возбуждения прямых и обрат-
ных ПМСВ линейным преобразователем в условиях, соответствующих
экспериментальным. Показано, что для эффективного возбуждения пря-
мых ПМСВ длиной в десятки микрометров необходимы преобразовате-
ли, ширина которых не превышает 10–40 мкм. На основе анализа кон-
фигурации поля преобразователя объяснена величина предельно малой
достигнутой в эксперименте длины ПМСВ, равной 70 мкм.
24. Приведены некоторые рекомендации для наблюдения обратных

диссипативных волн в эксперименте, состоящие в использовании мик-
рополосковых преобразователей, а также импульсного режима возбуж-
дения, требующего компромисса между длительностью импульса и ши-
риной полосы пропускания приемного тракта в сочетании с ожидаемым
высоким затуханием диссипативных волн.
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ВЛИЯНИЕ ПОЛЯ РАЗМАГНИЧИВАНИЯ
НА ДИСПЕРСИЮ ПОВЕРХНОСТНОЙ ВОЛНЫ

ДЭЙМОНА–ЭШБАХА

Настоящая глава посвящена рассмотрению магнитостатических
волн, распространяющихся в касательно намагниченной ферритовой
пластине, обладающей гиротропными свойствами. Для простоты рас-
смотрения диссипация не учитывается. Главное внимание уделено
влиянию размагничивающего поля магнитостатической волны на ее
дисперсионные свойства. Получены действительная и мнимая части
дисперсионного соотношения. Приведены данные, касающиеся необхо-
димости учета размагничивания волны в реальных экспериментах.
Основной ход изложения следует [31, 35], а необходимые дополни-

тельные ссылки указываются в тексте.

5.1. Обоснование необходимости рассмотрения
влияния размагничивания на дисперсию

магнитостатической волны

В связи с освоением нанометрового диапазона размеров устройств
обработки информации представляет интерес разработка подобных
устройств, использующих магнитные явления. Широкие функциональ-
ные возможности открывает здесь использование магнонных кристал-
лов [193, 194]. Другую перспективу дают устройства на спиновом токе,
лежащие в основе спинтроники [195–198]. Важнейшим направлением
является исследование сверхбыстрых процессов в магнетиках, в том
числе обладающих магнитоупругостью, обусловленных воздействием
мощных импульсов света от фемтосекундного лазера [178, 179, 179,
180, 184–188, 199]. Большие перспективы открываются перед исполь-
зованием спиновых волн в тонких магнитных пленках и спиновых
волноводах на их основе [193, 194, 200–203]. Впервые на возможность
использования спиновых волн в устройствах обработки информации
указывалось еще в 60-х годах 20 века [114, 117, 146–148, 150, 250].
Ряд таких устройств описан в обзорах [109–111, 257]. Те устрой-
ства использовали сравнительно длинные дипольные спиновые волны
с характерными длинами порядка 10–100 мкм, что обусловливало низ-
кую функциональность (одно устройство осуществляло только одну
функцию) и значительные размеры устройств (единицы кубических
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сантиметров). Сегодняшнее развитие нанотехнологий позволило обра-
титься к освоению спиновых волн длиной в единицы нанометров, физи-
ка которых существенно отличается от освоенных ранее длинных маг-
нитостатических волн. Так, малые длины волн вызывают к действию
как дипольные силы между сравнительно крупными неоднородностями
распределения намагниченности, так и мощные обменные силы между
соседствующими спинами.
Однако следует отметить, что несмотря на значительные успехи

в освоении столь коротких спиновых волн [202–205], теоретическое
обоснование наблюдаемых явлений развито недостаточно. Так, в по-
давляющем большинстве работ обменное взаимодействие учитывается
лишь в виде квадратичной по волновому числу добавке к эффектив-
ному магнитному полю, а дипольное поле размагничивания вообще
не учитывается. Можно полагать, что такое однобокое рассмотрение
связано с высокой сложностью требуемого здесь математического ап-
парата. Некоторые вопросы распространения дипольных волн, в том
числе в неоднородных полях и сложных структурах, а также в усло-
виях ориентационных переходов, рассмотрены в монографиях [1–4].
Однако учет обменного взаимодействия там выполнен весьма поверх-
ностно, а размагничивание вообще не учитывалось. Таким образом,
продвижение в область наноразмеров требует более подробного учета
как обменного взаимодействия, так и размагничивания. Важнейшей за-
дачей при этом становится освоение диапазона волн длиной в единицы
нанометров, имеющих волновые числа порядка 105–106 см−1.
Настоящая глава посвящена частичному заполнению имеющего-

ся пробела, в первую очередь рассмотрению роли поля размагничи-
вания распространяющейся волны. Для более легкого установления
«мостика» с работами по дипольным волнам предлагаемый математи-
ческий аппарат развит на основе классического аппарата Дэймона–
Эшбаха [114], в достаточных подробностях рассмотренного в рабо-
тах [1, стр. 50–76], [2, стр. 29–36], а также в разд. 2.5 настоящей моно-
графии. Для простоты рассмотрения обменное взаимодействие в настоя-
щей главе не учитывается, его роли будет посвящена следующая глава.

5.2. Общий характер влияния динамического
размагничивания на распространение

магнитостатической волны

Распространение магнитостатической волны сопровождается пери-
одическим изменением намагниченности в пространстве, то есть рас-
пределение намагниченности становится неоднородным, что порождает
размагничивающие поля, как бы стремящиеся убрать такую неодно-
родность. То есть каждый период волны, представляющий собой сгу-
щение или разрежение намагниченности, порождает соответствующее
размагничивающее поле того или иного знака, причем периодичность
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такого поля повторяет периодичность распределения намагниченности
в распространяющейся волне. То есть волна как бы «тащит за собой»
размагничивающее поле, чем ее распространение в известной степени
замедляется, что находит свое отражение в изменении закона диспер-
сии волны. При заданной частоте размагничивающее поле стремится
как бы «выпрямить» неоднородность намагниченности, в результате
чего волна становится длиннее, так что дисперсионная кривая откло-
няется в сторону более длинных волн. При этом, чем короче волна,
тем создаваемая ею неоднородность распределения намагниченности
больше, так что влияние размагничивающего поля на закон дисперсии
для коротких волн проявляется сильнее, чем для длинных. Рассмотрим
далее эту качественную картину более подробно. При рассмотрении
в основном будем следовать [4, гл. 7].

5.3. Эффективные поля магнитостатической волны

Геометрия задачи, аналогичная рассматривавшейся в классической
задаче Дэймона–Эшбаха [1, 2, 114], приведена на рис. 5.1, подобном
рис. 2.1 и повторена здесь для удобства изложения.

Рис. 5.1. Общая геометрия задачи

Структура представляет собой безграничную ферритовую пласти-
ну 2 толщиной d, по обе стороны от которой находятся свободные
полупространства 1 и 3. Система координат Oxyz выбрана таким
образом, что ее плоскость Oyz параллельна плоскостям ферритовой
пластины, а ось Ox — перпендикулярна. При этом ось Oz ориентирова-
на вдоль направления внешнего поля. Начало координат O находится
посередине между поверхностными плоскостями пластины, координаты
которых равны ±d/2.
Распространение магнитостатической волны сопровождается полем,

создаваемым локализованным в точке пространства вектором намаг-
ниченности в другой точке того же пространства. Это поле имеет
дипольное происхождение, то есть описывает взаимодействие двух
магнитных диполей друг с другом и спадает в пространстве подобно
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полю магнитного диполя. Это поле будем называть «дипольным полем
магнитостатической волны», к рассмотрению которого перейдем далее.

5.3.1. Дипольное поле магнитостатической волны

Найдем дипольное поле, создаваемое намагниченностью магнито-
статической волны при ее распространении в магнитной среде.
Уравнения магнитостатики имеют вид:

rotH = 0; (5.1)

div
(
H + 4πM

)
= 0. (5.2)

Запишем их в виде:

rotH = 0; (5.3)
div H = −4πdiv M. (5.4)

Эту систему можно рассматривать как описание того факта, что
намагниченность M создает поле H.
Первым этапом является нахождение этого поля при произвольной

конфигурации намагниченности. Для решения этой задачи возьмем
ротор от обеих частей первого уравнения:

rot rotH = grad div H− ΔH. (5.5)

Учитывая (5.3) и (5.4), получаем уравнение для определения H че-
рез M в виде:

ΔH = −4πgrad div M. (5.6)

Записывая векторные функции через производные, получаем:

∂2Hx

∂x2
+ ∂2Hx

∂y2
+ ∂2Hx

∂z2
= −4π

(
∂2Mx

∂x2
+
∂2My

∂x∂y
+ ∂2Mz

∂x∂z

)
; (5.7)

∂2Hy

∂x2
+
∂2Hy

∂y2
+
∂2Hy

∂z2
= −4π

(
∂2Mx

∂x∂y
+
∂2My

∂y2
+ ∂2Mz

∂y∂z

)
; (5.8)

∂2Hz

∂x2
+ ∂2Hz

∂y2
+ ∂2Hz

∂z2
= −4π

(
∂2Mx

∂x∂z
+
∂2My

∂y∂z
+ ∂2Mz

∂z2

)
. (5.9)

Это — совокупность трех независимых уравнений Пуассона с за-
данной правой частью, решение которых позволяет определить поле,
создаваемое любой заданной конфигурацией намагниченности.
Предположим теперь, что переменная часть конфигурации намаг-

ниченности имеет вид распространяющейся волны:

M = m0e
i(ωt−kr) = m0e

iωte−i(kxx+kyy+kzz). (5.10)

Переменную часть поля будем искать в виде такой же волны:

H = h0e
i(ωt−kr) = h0e

iωte−i(kxx+kyy+kzz). (5.11)
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Выполняя дифференцирование экспонент, подставляя полученные
выражения в (5.7)–(5.9) и приводя подобные члены, получаем:

h0x
(
k2x + k2y + k2z

)
= −4πkx

(
m0xkx +m0yky +m0zkz

)
; (5.12)

h0y
(
k2x + k2y + k2z

)
= −4πky

(
m0xkx +m0yky +m0zkz

)
; (5.13)

h0z
(
k2x + k2y + k2z

)
= −4πkz

(
m0xkx +m0yky +m0zkz

)
. (5.14)

Учтем, что:
k2x + k2y + k2z = k2, (5.15)

а также:
m0xkx +m0yky +m0zkz = m0k, (5.16)

после чего запишем (5.12)–(5.14) в виде единого векторного выра-
жения:

h0 = −4π
k2

k(m0k). (5.17)

Это и есть искомое выражение для магнитного поля, создаваемо-
го распространяющейся дипольной магнитостатической волной («раз-
магничивающее» поле дипольной магнитостатической волны). В та-
ком виде оно совпадает с приведенным без вывода (со словами «как
нетрудно убедиться») аналогичным выражением в работе [42, стр. 200,
форм. (7.11)].
Выражение (5.17) дает амплитуду поля, выраженную через ампли-

туду намагниченности. Для получения волновой зависимости поля от
намагниченности надо обе стороны равенства умножить на волновой
множитель exp

[
i
(
ωt− kr

)]
.

Отметим далее, что выражение (5.17) получено в предположении
безграничной протяженности волнового фронта в плоскости, перпен-
дикулярной волновому вектору k. Такое «размагничивающее» поле
обусловлено «размагничивающим фактором» безграничной плоскости
равным 4π и от расстояния до такой плоскости не зависит. Это можно
видеть из (5.17), где числитель и знаменатель пропорциональны квад-
рату волнового числа, так что поле в целом по абсолютной величине
просто пропорционально 4πm0 и от волнового числа не зависит. Не так,
однако, обстоит дело для волны, распространяющейся в плоскости
тонкой пластины, так что размагничивающее поле, создаваемое ком-
понентой динамической намагниченности, ориентированной вдоль на-
правления распространения волны, спадает вдоль того же направления
по экспоненте с показателем, пропорциональным толщине пластины.
То есть, если длина волны значительно превышает толщину пластины,
то размагничивающее поле такой волны спадает практически до нуля
на расстоянии толщины, что значительно меньше длины волны. По-
этому в формировании дисперсии дипольной волны в пластине поле
размагничивания участвует в тем меньшей степени, чем длина волны
больше.
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Ситуация полностью аналогична задаче об отражении электромаг-
нитных волн от гранулированных пленок [258, разд. 21, рис. 5.7].
Различие состоит в том, что там рассматривается спад амплитуды
отраженной волны, а здесь — спад поля распространяющейся волны,
тогда как формирование постоянной спада в обоих случаях полностью
совпадает.
Таким образом, поле вида (5.17) участвует в формировании диспер-

сии дипольных волн только в случае, когда длина этих волн сравнима
или меньше толщины пластины. В реальных экспериментах по рас-
пространению дипольных волн в пленках железоиттриевого граната,
например в описанных в [1–4], толщина пленки обычно составляет
единицы (редко десятки) микрон, тогда как длина волны — сотни
и тысячи микрон. То есть при интерпретации этих экспериментов поля
вида (5.17) можно не учитывать. Однако когда длина волны становится
порядка одного микрона и меньше, что имеет место для обменных
волн, учет поля (5.17) становится принципиально необходимым.

5.3.2. Размагничивающее поле дипольной волны в тонкой
пластине

Рассмотрим формирование размагничивающих полей дипольной маг-
нитостатической волны более подробно, для чего обратимся к рис. 5.2.
В верхней части рисунка показан вид с торца тонкой магнитной

пластины, в плоскости которой вдоль оси Ox распространяется магни-
тостатическая волна. Вертикальными линиями показана плотность рас-
пределения x-компоненты намагниченности. Точками M и N отмечены
два мгновенных положения максимальных значений намагниченности,
отстоящих друг от друга на длину волны, равную λ, то есть как бы
двух соседних «гребней» волны, распространяющейся вдоль оси Ox.
Каждый такой «гребень» можно рассматривать как образуемый векто-
ром намагниченности относительно тонкий слой магнитных зарядов,
движущихся со скоростью волны в том же направлении.
В средней части рисунка показаны поля, создаваемые такими слоя-

ми зарядов. Проекции гребней волн на плоскость рисунка обозначены
буквами A и B, вектор намагниченности — M, заряды показаны
плюсами. Силовые линии полей, исходящих из слоев зарядов, пока-
заны изогнутыми стрелками. В силу собственной симметрии, каждый
слой создает два поля, симметричных относительно плоскости слоя,
направленных в противоположные стороны. Это и есть «поля размаг-
ничивания» дипольной волны.
В нижней части рисунка показана зависимость этих полей от ко-

ординаты x. Можно видеть, что в силу ограниченности пластины по
толщине, поля спадают на расстоянии того же порядка, что и толщина
пластины d. Заметим, что на рисунке показаны только положительные
заряды, соответствующие одному из полюсов вектора намагниченно-
сти. Заряды, соответствующие другому полюсу (отрицательные) нахо-
дятся посередине между положительными и образуют поля, спадающие
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таким же образом, как и положительные. На рисунке эти заряды
и образуемые ими поля не показаны во избежание затемнения картины.
Итак, если длина волны λ значительно больше толщины пласти-

ны d, то почти на всем расстоянии между гребнями волн эти поля
размагничивания локализуются в небольших пространствах вблизи
этих гребней, а на всем расстоянии между гребнями практически
отсутствуют, то есть их влиянием на параметры волны можно пре-
небречь. Именно такая ситуация имеет место в экспериментах по
распространению магнитостатических волн в тонких пленках железо-
иттриевого граната (ЖИГ) [1–4]. Толщина пленки при этом обычно
составляет единицы (редко десятки) микрон, а длина волны — сотни
и тысячи микрон. То есть поля размагничивания присутствуют только
на расстояниях тех же единиц микрон, а на сотнях и тысячах микрон —
практически отсутствуют. Однако если длина волны λ имеет тот же
порядок или меньше толщины пластины d, то поля размагничивания
между гребнями волны не успевают сильно уменьшиться, так что
присутствуют на всем протяжении распространения волны примерно
в одинаковой степени. То есть в этом случае они могут внести в свой-
ства распространяющейся волны значительный вклад и их влияние
обязательно надо учитывать. Именно такая ситуация имеет место для
волн, длина которых составляет от единиц микрон и менее вплоть до
расстояний порядка межатомных.

5.3.3. Параметр размагничивания дипольной волны

Исходя из общей картины формирования полей размагничивания,
образуемых плавно распределенными в пространстве магнитными за-
рядами, частично сосредоточенными в местах гребней волны, можно
заключить, что подробный расчет конфигурации этих полей представ-
ляет собой довольно трудную и громоздкую задачу. Поэтому обратимся
далее к упрощенному модельному приему, позволяющему получить
результат, с качественной стороны представляющийся довольно прав-
доподобным.
Будем полагать, что для описания рассматриваемых явлений можно

ввести постоянный коэффициент, умножение которого на размагни-
чивающее поле, соответствующее бесконечно протяженному фронту,
даст характеристику поля при ограниченной протяженности фронта.
Назовем такой коэффициент «параметром размагничивания диполь-
ной волны» и предположим, что в бесконечно тонкой пластине этот
параметр равен нулю, а в безграничной среде равен единице. Такое
предположение эквивалентно тому факту, что при длине волны значи-
тельно большей толщины пластины параметр размагничивания равен
нулю, а при длине волны значительно меньшей толщины пластины
этот параметр равен единице.
Предположим, что влияние этого параметра на общем поле волны

сказывается, начиная со случая, когда половина длины волны стано-
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вится меньше толщины пластины, то есть критическая длина волны
и толщина пластины связаны соотношением:

d = λc/2. (5.18)

или критическое значение волнового числа равно:

kc = π/d. (5.19)

В качестве эмпирического приближения положим параметр раз-
магничивания равным гиперболическому тангенсу, аргумент которого
будет определяться произведением волнового числа на толщину пла-
стины, а прохождение через нуль — критическим значением волнового
числа kc. Таким образом, будем полагать параметр размагничивания
пропорциональным величине:

β0 = 1
2

{
th
[
d
(
k − π

d

)]
+ 1
}
. (5.20)

Можно видеть, что введенный так параметр β0 при k → −∞ стре-
мится к нулю, при k → ∞ стремится к единице, а при k = π/d (то есть
при равенстве половины длины волны толщине пластины) равен 1/2.
При k = 0 параметр β0 равен 0,0019, то есть величине по сравнению
с единицей весьма малой, близкой к нулю. То есть этот параметр с вы-
сокой точностью удовлетворяет введенным выше условиям поведения
при малом и большом соотношении между длиной волны и толщиной
пластины, а при близости между собой этих величин принимает сред-
нее значение.

5.3.4. Нормировка параметра размагничивания

В соответствии с формулой (5.20) при β0 = 1 поле размагничивания
волны (учитывая, что произведение k на k имеет тот же порядок,
что k2) по величине близко к 4πm0 или, отвлекаясь от нормировки
по намагниченности, к величине 4πM0. Однако такое поле размагничи-
вания соответствует полному повороту вектора намагниченности вдоль
направления распространения волны, чего в поверхностной волне ни-
когда не бывает. В самом деле, в подавляющем большинстве реальных
экспериментов рассматривается линейный режим, при котором вектор
намагниченности отклоняется от своего равновесного положения не
более чем на единицы градусов.
В геометрии рассматриваемой задачи (рис. 5.1) декартова система

координат Oxyz ориентирована таким образом, что плоскость пластины
соответствует координатной плоскости Oyz, причем постоянное поле
направлено вдоль оси Oz, а волна распространяется вдоль оси Oy.
При этом вектор намагниченности в равновесном состоянии ориенти-
рован вдоль поля, то есть вдоль оси Oz, а в процессе распространения
волны он отклоняется от этой оси, обретая поперечные компоненты
вдоль осей Ox и Oy, которые в свою очередь и формируют поле раз-
магничивания волны. В линейном режиме эти компоненты значительно
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меньше основной компоненты вдоль оси Oz, так что в первом прибли-
жении их можно считать пропорциональными синусу угла отклонения
вектора намагниченности от оси Oz.
При отклонении на один градус величина поперечного поля раз-

магничивания, равная синусу этого угла, составляет 0,0175 от вели-
чины 4πM0. При отклонении на пять градусов такая величина рав-
на 0,0875 от 4πM0. То есть реальная величина поля размагничивания
волны должна быть умножена на нормировочный коэффициент, состав-
ляющий не более 0,1 от максимальной величины β0. Обозначая этот
коэффициент через αp, в соответствии с (5.20), получаем:

β = αpβ0 =
αp

2

{
th
[
d
(
k − π

d

)]
+ 1
}
, (5.21)

где:
0 � αp � 0,1. (5.22)

5.3.5. Зависимость поля размагничивания от волнового числа

Таким образом, вместо HM теперь будет фигурировать поле H(∞)
M β,

где H(∞)
M определяется формулой (5.17), так что размагничивающее

поле дипольной волны в тонкой пластине принимает вид:

HM = −4πβ
k2

k(mk), (5.23)

где β определяется формулой (5.21), то есть:

HM = −2παp

k2

{
th
[
d
(
k − π

d

)]
+ 1
}

k(mk). (5.24)

В качестве иллюстрации на рис. 5.3 показаны зависимости па-
раметра размагничивания от волнового числа в широком диапазоне
значений толщины пластины. Для наглядности вместо полной величи-
ны β приведена ненормированная величина β0 (нормировка проведена
на значение β при k → ∞, то есть при стремлении гиперболического
тангенса к единице).
Из рисунка видно, что точки перегиба всех зависимостей (то есть

такие точки, где чистый гиперболический тангенс проходит через нуль)
по мере уменьшения толщины пластины смещаются в сторону больших
значений волновых чисел. Наблюдаемое подобие всех кривых с рав-
номерным смещением по волновому числу в большую сторону обу-
словлено логарифмическим масштабом рисунка по горизонтальной оси.
Для наиболее типичной в экспериментах по дипольным волнам толщи-
ны пленки 10 мкм (кривая 3) [1–4] значение волнового числа, начиная
с которого размагничивание проявляется достаточно сильно, составля-
ет около (2–3) · 103 см−1. В то же время, большинство описанных в ци-
тированных работах экспериментах выполнялось при значении волно-
вого числа не более нескольких сотен (например, рис. 3.8 на стр. 134
в [1], где предельно достигнутое волновое число равно 400 см−1).
Такое ограничение было обусловлено использовавшейся в этих работах
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Рис. 5.3. Зависимость параметра размагничивания β0 (приведенного к единице
при k → ∞) от волнового числа при различной толщине пластины. 1 —
1000 мкм, 2 — 100 мкм, 3 — 10 мкм, 4 — 1 мкм, 5 — 0,1 мкм, 6 — 0,01 мкм

экспериментальной техникой, основу которой составляли подвижные
зонды с толщиной антенны порядка 12–15 мкм [1, стр. 127], что
позволяло возбуждать ПМСВ длиной не менее 70–100 мкм, то есть
с волновым числом не более 1000 см−1.
Для такой экспериментальной ситуации сравнение эксперименталь-

ных данных с теорией, построенной в рамках классической задачи
Дэймона–Эшбаха [1, 2, 114], оказалось достаточным, так что размаг-
ничивание волны в достаточной степени не проявлялось и отмечено не
было.
Не так, однако, обстоит дело в безграничной среде, особенно при

возбуждении волн обменного характера, волновое число для которых
может составлять 105–106 см−1 и более. Учет размагничивающего поля
волны приводит здесь к существенному изменению закона дисперсии,
проявляющемуся в различии дисперсионных кривых для обменных
волн, распространяющихся вдоль и поперек направления постоянного
поля [42, стр. 201, рис. 5.7.1].
Как видно из рис. 5.3, с уменьшением толщины пленок значение

волнового числа, начиная с которого учет размагничивания поля волны
становится необходимым, постепенно увеличивается. Так, для пленок
толщиной в 0,1 мкм проявление поля размагничивания начинается
с волнового числа порядка 105 см−1. Из подобия кривых 3 и 5 вид-
но, что здесь ситуация та же, что и для пленок толщиной 10 мкм
при волновом числе порядка 103 см−1. То есть влияние размагничи-
вающего поля волны еще незначительно. Однако при волновых числах
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порядка 106 см−1 и более, чему посвящено значительное количество
современных работ по магнитостатическим волнам [178–180, 184–188,
193–203], учет размагничивающего поля волны может оказаться прин-
ципиально необходимым.

5.4. Тензор магнитной восприимчивости с учетом
размагничивания

В задаче расчета закона дисперсии магнитостатической волны клю-
чевым моментом является получение тензора динамической магнитной
восприимчивости, связывающего динамическую намагниченность с пе-
ременным полем. Классический способ получения такого тензора для
однородного распределения намагниченности описан в разд. 2.2 насто-
ящей монографии, а также подробно разобран в первой монографии
настоящей серии [1, стр. 41–46]. Рассмотрим здесь получение такого
тензора с учетом размагничивания в предложенном выше виде.
Как и в классике, будем исходить из уравнения движения на-

магниченности Ландау–Лифшица, в отсутствие затухания имеющего
вид [1, 42, 43]: ∂M

∂t
= −γ[M × H

]
. (5.25)

Будем искать решение этого уравнения в виде магнитостатической
волны, переменная намагниченность m которой имеет пространствен-
но-временную зависимость вида

m(r, t) = m0 exp [i(ωt− kr)]. (5.26)

Пусть при этом входящее в (5.25) поле H определяется выражением:
H = H0 + h + HM . (5.27)

Слагаемые этого поля представляют собой:
постоянное подмагничивающее поле:

H0 = const; (5.28)

переменное магнитное поле:

h = h0 exp [i(ωt− kr)]; (5.29)

поле, создаваемое динамической намагниченностью при распростране-
нии в среде дипольной магнитостатической волны, то есть «размагни-
чивающее» поле волны, определяемое выражением (5.23):

HM = −4πβ
k2

k
(
mk
)

= −4πβ
k2

k
(
m0k
)
exp
[
i(ωt− kr)

]
; (5.30)

Таким образом, полное поле имеет вид:

H = H0 + h − 4πβ
k2

k(mk), (5.31)

где последние два слагаемых содержат множитель вида exp [i(ωt− kr)],
который далее для краткости записи опускаем.
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Выберем систему координат, ось Oz которой параллельна направ-
лению постоянного поля H0. При этом (5.31) принимает вид:

H = i
[
hx − 4πβ

k2
kx

(
mxkx +myky +mzkz

)]
+

+ j
[
hy − 4πβ

k2
ky

(
mxkx +myky +mzkz

)]
+

+ k
[
H0 + hz − 4πβ

k2
kz

(
mxkx +myky +mzkz

)]
. (5.32)

Положим далее, что намагниченность имеет вид:

M = M0 + m = imx + jmy + k(M0 +mz), (5.33)

где M0 — намагниченность насыщения среды, вектор которой в рав-
новесном состоянии ориентирован вдоль постоянного поля H0 (то есть
вдоль оси Oz).
Раскрывая в (5.25) векторное произведение, записывая уравнение

по компонентам и подставляя (5.26) и (5.32), получаем:

∂mx

∂t
= −γ

{
my

[
H0 + hz − 4πβ

k2
kz

(
mxkx +myky +mzkz

)] −
− (M0 +mz)

[
hy − 4πβ

k2
ky

(
mxkx +myky +mzkz

)]}
; (5.34)

∂my

∂t
= −γ

{
(M0 +mz)

[
hx − 4πβ

k2
kx

(
mxkx +myky +mzkz

)] −
−mx

[
H0 + hz − 4πβ

k2
kz

(
mxkx +myky +mzkz

)]}
; (5.35)

∂mz

∂t
= −γ

{
mx

[
−4πβ

k2
ky

(
mxkx +myky +mzkz

)] −
−my

[
−4πβ

k2
kx

(
mxkx +myky +mzkz

)]}
. (5.36)

Выполним линеаризацию, для чего предположим, что: mx,y � M0 ∼∼ H0, hx,yz � H0, а также mz ≈ 0. В результате получаем:
∂mx

∂t
= −γ

{
myH0 −M0

[
hy − 4πβ

k2
ky

(
mxkx +myky

)]}
; (5.37)

∂my

∂t
= −γ

{
M0

[
hx − 4πβ

k2
kx

(
mxkx +myky

)]−mxH0

}
. (5.38)

Обе стороны этих выражений имеют координатно-временную зависи-
мость вида exp(iωt − kr). Выполняя дифференцирование по времени,
разделяя обе части на этот множитель и опуская индекс «0» у ампли-
туд компонент намагниченности и переменного поля, получаем:

iωmx = −γ
{
myH0 −M0

[
hy − 4πβ

k2
ky

(
mxkx +myky

)]}
; (5.39)

iωmy = −γ
{
M0

[
hx − 4πβ

k2
kx

(
mxkx +myky

)]−mxH0

}
. (5.40)
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Раскрываем скобки, приводим подобные члены и записываем слагаемые
в порядке следования индексов:(

iω + 4πγM0β

k2
kxky

)
mx +

(
γH0 + 4πγM0β

k2
k2y

)
my = γM0hy; (5.41)(

γH0 + 4πγM0β

k2
k2x

)
mx −

(
iω − 4πγM0β

k2
kxky

)
my = γM0hx. (5.42)

Подобно (2.26), (2.27), а также [1, стр. 45, форм. (2.68), (2.69)], введем
обозначения:

Ω = ω

4πγM0
; (5.43)

ΩH = H0
4πM0

. (5.44)

Разделяя (5.41), (5.42) на 4πγM0 и используя обозначения (5.43),
(5.44), получаем:(

iΩ + β
kxky

k2

)
mx +

(
ΩH + β

k2y

k2

)
my = 1

4π
hy; (5.45)(

ΩH + β
k2x

k2

)
mx −

(
iΩ − β

kxky

k2

)
my = 1

4π
hx. (5.46)

Уравнения (5.45)–(5.46) представляют собой систему, связывающую
компоненты динамической намагниченности mx и my с параметрами
среды, распространяющейся волны и компонентами переменного поля.
Определитель этой системы равен:

= Ω2 − ΩH

(
ΩH + β

k2x + k2y

k2

)
. (5.47)

Решая систему (5.45)–(5.46), находим амплитуды компонент намагни-
ченности:

mx = − 1
4πD0

{(
ΩH + β

k2y

k2

)
hx +

(
iΩ − β

kxky

k2

)
hy

}
; (5.48)

my = 1
4πD0

{(
iΩH + β

kxky

k2

)
hx −

(
Ω + β

k2x

k2

)
hy

}
, (5.49)

где D0 определяется выражением (5.47), а обе части полученных
равенств имеют пространственно-временную зависимость вида
exp
[
i(ωt− kr)

]
.
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Введем обозначения:

κ1 =
ΩH + β

k2y

k2

ΩH

(
ΩH + β

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

; (5.50)

κ2 =
ΩH + β

k2x

k2

ΩH

(
ΩH + β

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

; (5.51)

ν1 =
iΩ − β

kxky

k2

ΩH

(
ΩH + β

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

; (5.52)

ν2 =
iΩ + β

kxky

k2

ΩH

(
ΩH + β

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

. (5.53)

При этом уравнения (5.48)–(5.49) после умножения на 4π принима-
ют вид:

4πmx = κ1hx + ν1hy; (5.54)

4πmy = −ν2hx + κ2hy, (5.55)

то есть искомый тензор восприимчивости имеет вид:

(5.56)

Замечание. Из структуры выражений (5.50)–(5.53) можно видеть,
что в отсутствие размагничивания, то есть при β = 0 тензор (5.56)
с точностью до обозначений принимает классический вид (2.24)
или [1, стр. 44, форм. (2.53)], а его компоненты (5.50)–(5.53) пере-
ходят в классические выражения (2.74), (2.75) или в приведенные
в [1, стр. 46] выражения (2.76), (2.77). Не так, однако, обстоит дело
при параметре β, отличном от нуля. Так, компоненты χ12 и χ21 пе-
рестают быть одинаковыми с точностью до знака, то есть тензор

↔
χ

перестает быть антисимметричным, так как компоненты ν1 и ν2 со-
гласно (5.52) и (5.53) теперь различаются. Такое различие порождает
новый параметр ν, равный разности между ν1 и ν2, в отсутствие раз-
магничивания равный нулю. В явном виде этот параметр определяется
формулами (5.73), (5.77) и следующими далее с учетом двойственного
характера поперечного волнового числа.
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Итак — получены компоненты намагниченности (5.54), (5.55), вы-
раженные через компоненты действующего эффективного поля (5.29)
в случае распространения дипольных магнитостатических волн в без-
граничной среде. Перейдем теперь к выводу уравнения Уокера для
потенциала этого поля.

5.5. Уравнение Уокера с учетом размагничивания

Как и в классике, будем исходить из уравнений магнитостатики:

rotH = 0; (5.57)
div B = 0, (5.58)

где:
B = H + 4πM. (5.59)

Из уравнения (5.57) следует возможность введения потенциала пере-
менного поля ψ такого, что:

h = gradψ =
{
∂ψ

∂x
,
∂ψ

∂y
,
∂ψ

∂z

}
, (5.60)

то есть:

hx = ∂ψ

∂x
; (5.61)

hy = ∂ψ

∂y
; (5.62)

hz = ∂ψ

∂z
. (5.63)

При этом уравнение (5.58) принимает вид:

div (gradψ + 4πm) = 0, (5.64)

или:
Δψ + 4πdiv m = 0. (5.65)

Здесь:

Δψ = ∂2ψ

∂x2
+ ∂2ψ

∂y2
+ ∂2ψ

∂z2
; (5.66)

div m = ∂mx

∂x
+ ∂my

∂y
+ ∂mz

∂z
. (5.67)

Дифференцируя (5.54) и (5.55), получаем:

4π
∂mx

∂x
= κ1

∂hx

∂x
+ ν1

∂hy

∂x
; (5.68)

4π
∂my

∂y
= −ν2 ∂hx

∂y
+ κ2

∂hy

∂y
. (5.69)
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Подставляя (5.68)–(5.69) в (5.65) и приводя подобные члены, получаем:

(1+ κ1)
∂2ψ

∂x2
+ (1+ κ2)

∂2ψ

∂y2
+ (ν1 − ν2)

∂2ψ

∂x∂y
+ ∂2ψ

∂z2
= 0. (5.70)

Это — уравнение Уокера для магнитостатических волн с учетом размаг-
ничивания. Для сокращения дальнейшей записи введем обозначения:

μ1 = 1+ κ1; (5.71)
μ2 = 1+ κ2; (5.72)
ν = ν1 − ν2. (5.73)

С этими обозначениями уравнение (5.70) принимает вид:

μ1
∂2ψ

∂x2
+ μ2

∂2ψ

∂y2
+ ν

∂2ψ

∂x∂y
+ ∂2ψ

∂z2
= 0, (5.74)

где в соответствии с (5.50)–(5.53):

μ1 = 1+
ΩH + β

k2y

k2

ΩH

(
ΩH + β

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

; (5.75)

μ2 = 1+
ΩH + β

k2x

k2

ΩH

(
ΩH + β

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

; (5.76)

ν =
−2β kxky

k2

ΩH

(
ΩH + β

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

. (5.77)

Главное отличие полученного уравнения Уокера (5.74) от класси-
ческого [1, стр. 50, форм. (2.115)] состоит в различии между собой
параметров μ1 и μ2, а также в появлении смешанной производной
с параметром ν.

5.5.1. Решение уравнения Уокера

Уравнение Уокера имеет вид (5.74). Решим его методом разделения
переменных. Полагаем решение в виде:

ψ(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z). (5.78)

Подставим (5.78) в уравнение (5.74) и разделим на XY Z:

μ1
X ′′

X
+ μ2

Y ′′

Y
+ ν

X ′Y ′

XY
+ Z′′

Z
= 0. (5.79)
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Отделим часть, зависящую только от Z, и введем постоянную разде-
ления λ2:

μ1
X ′′

X
+ μ2

Y ′′

Y
+ ν

X ′Y ′

XY
= −Z′′

Z
= λ2. (5.80)

Получаем уравнение для Z:

Z ′′ + λ2Z = 0. (5.81)

Решение этого уравнения имеет вид:

Z = Geiλz +He−iλz. (5.82)

Из (5.80) выделим уравнение для X и Y :

μ1
X ′′

X
+ μ2

Y ′′

Y
+ ν

X ′Y ′

XY
− λ2 = 0. (5.83)

Можно видеть, что вследствие наличия смешанной производной, обыч-
ная схема метода разделения переменных, используемая при решении
классической задачи Дэймона–Эшбаха [1, стр. 56–57], здесь не прохо-
дит (так как уравнение (5.83) содержит две переменных и разнести их
в отдельности по разные стороны от знака равенства не представляется
возможным), поэтому воспользуемся приемом, специально предназна-
ченным для решения уравнений подобного типа со смешанной произ-
водной, подробно описанным в [4, гл. 4, разд. 4.1.6]. Здесь этот прием
в конспективном виде приведен в разд. 2.8.
Итак, заведомо предполагаем, что волна распространяется вдоль

оси Oy, так что функция Y имеет вид:

Y = e−iξy. (5.84)

При ξ > 0 это решение соответствует волне, распространяющейся
в положительном направлении оси Oy. Волну, распространяющуюся
в отрицательном направлении (то есть с другим знаком в показателе
экспоненты) надо рассматривать отдельно (решение будет похожим,
но знаки будут другие, так что этот вопрос во всей его полноте
оставляем до отдельной работы).
Подставляя (5.84) в (5.83) и умножая на XY , получаем уравнение

для X:
μ1X

′′ − iνξX ′ − (λ2 + μ2ξ
2)X = 0. (5.85)

Будем искать решение в виде:

X = eηx. (5.86)

Подставляя (5.86) в (5.85), разделяя на X и приводя подобные
члены, получаем уравнение для η:

μ1η
2 − iνξη − (λ2 + μ2ξ

2) = 0. (5.87)
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Это уравнение относительно η — квадратное, его решение имеет вид:

η(1,2) =
iνξ ±

√
−ν2ξ2 + 4μ1(λ

2 + μ2ξ
2)

2μ1
. (5.88)

Представим его в виде:
η(1,2) = η1 ± η2, (5.89)

где:

η1 = i
νξ

2μ1
; (5.90)

η2 =

√
4μ1λ2 + (4μ1μ2 − ν2)ξ2

2μ1
. (5.91)

Заменяем постоянные разделения λ и ξ обозначениями волновых чисел:

λ→ kz; (5.92)
ξ → ky, (5.93)

где полагаем kz � 0, ky � 0.
При этих обозначениях (5.90) и (5.91) принимают вид:

η1 = i
νky

2μ1
; (5.94)

η2 =

√
4μ1k2z + (4μ1μ2 − ν2)k2y

2μ1
. (5.95)

Таким образом, решение для X принимает вид:

X = Ae(η1+η2)x +Be(η1−η2)x, (5.96)

то есть вдоль оси Ox возможны два волновых числа η1 + η2 и η1 − η2.
Введем обозначения:

k(+)
x = η1 + η2; (5.97)

k(−)
x = η1 − η2. (5.98)

С этими обозначениями решение (5.96) принимает вид:

X = Aek(+)
x x +Bek(−)

x x. (5.99)

При этом, согласно (5.97) и (5.98), получаем:

η1 = 1
2

(
k(+)

x + k(−)
x

)
; (5.100)

η2 = 1
2

(
k(+)

x − k(−)
x

)
. (5.101)

Таким образом, с учетом (5.99), (5.84) и (5.82), полное решение урав-
нения Уокера (5.74) принимает вид:

ψ = XY Z, (5.102)
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где:

X = Aek(+)
x x +Bek(−)

x x; (5.103)

Y = e−ikyy; (5.104)

Z = Geikzz +He−ikzz, (5.105)

причем kz � 0, ky � 0, а k
(+)
x и k

(−)
x определяются соотношения-

ми (5.97) и (5.98) через (5.94) и (5.95).
Для дальнейшего рассмотрения ограничимся распространением

волны вдоль оси Oy, то есть положим kz = 0. При этом (5.94) и (5.95)
принимают вид:

η1 = i
ν

2μ1
ky; (5.106)

η2 =

√
4μ1μ2 − ν2

2μ1
ky, (5.107)

то есть, согласно (5.97)–(5.98) получаем:

k(+)
x =

(
i
ν

2μ1
+

√
4μ1μ2 − ν2

2μ1

)
ky; (5.108)

k(−)
x =

(
i
ν

2μ1
−
√
4μ1μ2 − ν2

2μ1

)
ky. (5.109)

Здесь параметры μ1, μ2, ν имеют вид (5.75)–(5.77).
Так как kz = 0, то имеем:

k2 = k2x + k2y. (5.110)

В выражениях (5.75)–(5.77) поменяем местами слагаемые в знамена-
телях и соответственно изменим знаки перед дробями. В результате
таких преобразований эти выражения принимают вид:

μ1 = 1−
ΩH + β

k2y

k2x + k2y

Ω2 − ΩH(ΩH + β)
; (5.111)

μ2 = 1−
ΩH + β

k2x

k2x + k2y

Ω2 − ΩH(ΩH + β)
; (5.112)

ν =
2β

kxky

k2x + k2y

Ω2 − ΩH(ΩH + β)
. (5.113)
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Выполняя сложение, получаем:

μ1 =
Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1) − β

k2y

k2x + k2y

Ω2 − ΩH(ΩH + β)
; (5.114)

μ2 =
Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1) − β

k2x

k2x + k2y

Ω2 − ΩH(ΩH + β)
; (5.115)

ν =
2β

kxky

k2x + k2y

Ω2 − ΩH(ΩH + β)
. (5.116)

Введем два вспомогательных обозначения:

Ω20 = Ω2 − ΩH(ΩH + β). (5.117)

Ω21 = Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1). (5.118)

В результате запись (5.114)–(5.116) значительно упрощается:

μ1 =
Ω21 − β

k2y

k2x + k2y

Ω20
; (5.119)

μ2 =
Ω21 − β

k2x

k2x + k2y

Ω20
; (5.120)

ν =
2β

kxky

k2x + k2y

Ω20
. (5.121)

Можно видеть, что во все эти параметры входит волновое чис-
ло kx, которое, согласно (5.97) и (5.98) имеет два вида, обозначенные
индексами (+) и (–). То есть и (5.119)–(5.121) должны иметь два
вида, соответствующие этим индексам. То есть вместо (5.119)–(5.121)
получаем:

μ
(+)
1 =

Ω21 − β
k2y(

k
(+)
x
)2

+ k2y

Ω20
; (5.122)

μ
(+)
2 =

Ω21 − β

(
k
(+)
x
)2(

k
(+)
x
)2

+ k2y

Ω20
; (5.123)

ν(+) =
2β

k
(+)
x ky(

k
(+)
x
)2

+ k2y

Ω20
. (5.124)
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а также:

μ
(−)
1 =

Ω21 − β
k2y(

k
(−)
x
)

+ k2y

Ω20
; (5.125)

μ
(−)
2 =

Ω21 − β

(
k
(−)
x
)2(

k
(−)
x
)2

+ k2y

Ω20
; (5.126)

ν(−) =
2β

k
(−)
x ky(

k
(−)
x
)2

+ k2y

Ω20
. (5.127)

Соответственно выражения (5.108) и (5.109) принимают вид:

k(+)
x =

⎛
⎝i ν(+)

2μ(+)
1

+

√
4μ(+)
1 μ(+)

2 − (ν(+)
)2

2μ(+)
1

⎞
⎠ ky; (5.128)

k(−)
x =

⎛
⎝i ν(−)

2μ(−)
1

+

√
4μ(−)
1 μ

(−)
2 − (ν(−)

)2
2μ(−)
1

⎞
⎠ ky; (5.129)

где μ(±)
1,2 и ν

(±) определяются формулами (5.122)–(5.127).
Таким образом, выражения (5.128) и (5.129) можно рассматривать

как уравнения для определения k(+)
x и k(−)

x . Рассмотрим их по отдель-
ности.
Обратимся сначала к уравнению для k(+)

x вида (5.128). Раскроем
скобки, умножим обе части на 2μ(+)

1 /ky и перенесем первое слагаемое
в левую часть. Для упрощения формы записи индекс (+) пока опустим.
В результате получаем:

2μ1kx

ky
− iν = −

√
4μ1μ2 − ν2 . (5.130)

Возведем обе части в квадрат, раскроем скобки, умножим обе части
на k2y и разделим на 4μ1. В результате получим уравнение для kx вида:

μ1k
2
x − iνkxky − μ2k

2
y = 0. (5.131)

Здесь параметры μ1, μ2, ν определяются формулами (5.122)–(5.124),
содержащими k(+)

x . Подставляя эти формулы, умножая на Ω20 и приводя
подобные члены, получаем уравнение:

Ω21k
4
x − i2βk2yk

2
x − Ω21k

4
y = 0. (5.132)
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Это уравнение является биквадратным относительно kx. Решая его
относительно квадрата kx, получаем:

(
k(+)

x

)2 =
iβ ±

√
Ω41 − β2

Ω21
k2y. (5.133)

Переход к классической задаче Дэймона–Эшбаха соответствует β → 0.
При этом должно выполняться соотношение:

k(+)
x = ±ky, (5.134)

следующее из формулы (2.222) в [1, стр. 60, при kz = 0], с учетом
того, что там X → eikxx (формула (2.224)), а здесь X → ek(+)

x x (фор-
мула (5.99)), в силу чего мнимая единица в формуле (2.222) здесь
переходит в действительную единицу.
Из формулы (5.134) видно, что для перехода к задаче Дэймона–

Эшбаха (то есть при β → 0) должно быть:(
k(+)

x

)2 → k2y, (5.135)

откуда видно, что перед корнем в выражении (5.133) должен быть знак
плюс.
Таким образом, выражение (5.133) принимает вид:

(
k(+)

x

)2 =
iβ +

√
Ω41 − β2

Ω21
k2y, (5.136)

откуда находим k(+)
x

k(+)
x = ±

√√√√ iβ +
√

Ω41 − β2

Ω21
· k2y. (5.137)

Рассмотрим теперь уравнение для k(−)
x вида (5.129). Подобно преды-

дущему случаю, раскроем скобки, умножим обе части на 2μ(−)
1 /ky и пе-

ренесем первое слагаемое в левую часть. Для упрощения формы записи
индекс (–) также опустим. В результате получаем:

2μ1kx

ky
− iν = −

√
4μ1μ2 − ν2 . (5.138)

Возведем обе части в квадрат, раскроем скобки, умножим обе части
на k2y и разделим на 4μ1. В результате получим уравнение для kx вида:

μ1k
2
x − iνkxky − μ2k

2
y = 0. (5.139)

Это уравнение по форме полностью совпадает с аналогичным уравне-
нием (5.131), полученным для k(+)

x . При этом параметры μ1, μ2, ν опре-
деляются формулами (5.125)–(5.127), содержащими k(−)

x . Подставляя
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эти формулы, умножая на Ω20 и приводя подобные члены, получаем
уравнение:

Ω21k
4
x − i2βk2yk

2
x − Ω21k

4
y = 0. (5.140)

Это уравнение по форме также полностью совпадает с уравнени-
ем (5.132), однако здесь под kx подразумевается k

(−)
x . Решая это урав-

нение относительно квадрата kx и учитывая, что при β → 0 знак перед
получающимся корнем должен быть положительным, подобно (5.137),
получаем:

k(+)
x = ±

√√√√ iβ +
√

Ω41 − β2

Ω21
· k2y. (5.141)

Поскольку выражения (5.137) и (5.141) не отличаются ничем, кроме
знака перед внешним корнем, то естественно полагать, что один из этих

знаков соответствует k(+)
x , а другой соответствует k(−)

x . Поскольку от-
носительно уравнений (5.132) и (5.140) оба знака эквивалентны, то это
означает, что их можно распределить произвольно. Исходя из соответ-
ствия между знаками и индексами, выберем следующие знаки:

k(+)
x = +

√√√√ iβ +
√

Ω41 − β2

Ω21
· k2y; (5.142)

k(−)
x = −

√√√√ iβ +
√

Ω41 − β2

Ω21
· k2y. (5.143)

При этом, исходя из (5.100) и (5.101), получаем:

η1 = 0; (5.144)

η2 =

√√√√ iβ +
√

Ω41 − β2

Ω21
ky. (5.145)

Можно видеть, что при β → 0 параметр η1 остается равным нулю,
а параметр η2 становится равным ky, то есть выполняется равен-
ство kx = ky, как и в классической задаче Дэймона–Эшбаха при kz = 0
[1, стр. 60, форм. (2.222)].
В выражениях (5.142) и (5.143) под корнем выделим действитель-

ную и мнимую части:

k(+)
x = +

√√√√√Ω41 − β2

Ω21
+ i

β

Ω21
ky; (5.146)

k(−)
x = −

√√√√√Ω41 − β2

Ω21
+ i

β

Ω21
ky; (5.147)
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Введем обозначения:

a =

√
Ω41 − β2

Ω21
; (5.148)

b = β

Ω21
. (5.149)

С этими обозначениями (5.146) и (5.147) принимают вид:

k(+)
x = +

√
a+ ib ky; (5.150)

k(−)
x = −√

a+ ib ky; (5.151)

Для вычисления квадратного корня воспользуемся формулой [227,
стр. 19, форм. (58.1)]:

√
a+ ib = ±

(√√
a2 + b2 + a

2
+ i

√√
a2 + b2 − a

2

)
. (5.152)

Пользуясь этой формулой и оставляя знак плюс, получаем:

√
a+ ib = 1√

2

⎧⎪⎨
⎪⎩
√√√√
1+

√
1−
(
β

Ω21

)2
+ i

√√√√
1−
√
1−
(
β

Ω21

)2 ⎫⎪⎬
⎪⎭. (5.153)

Введем обозначения:

kd = 1√
2

√√√√
1+

√
1−
(
β

Ω21

)2
· ky; (5.154)

km = 1√
2

√√√√
1−
√
1−
(
β

Ω21

)2
· ky, (5.155)

где Ω21 определяется формулой (5.118).
С этими обозначениями (5.150)–(5.151) принимают вид:

k(+)
x = kd + ikm; (5.156)

k(−)
x = −kd − ikm. (5.157)

5.5.2. Критическая частота волны

В предыдущем разделе показано, что волновые числа k(+)
x и k(−)

x

можно представить в виде суммы действительной и мнимой частей kd
и km, каждая из которых является действительной. При этом, со-
гласно (5.154), (5.155), выражения для kd и km содержат два корня,
внутренний и внешний, подкоренные выражения для которых должны
быть положительными. Из структуры выражений для kd и km мож-
но видеть, что главным требованием здесь является положительность
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подкоренного выражения внутреннего корня, так как оно при β �= 0
заведомо меньше единицы, так что подкоренное выражение внешнего
корня всегда остается положительным.
Исходя из положительности подкоренного выражения внутреннего

корня, найдем условия на частоту, при которых величины kd и km
являются действительными. С целью общности рассмотрим полный
интервал изменения параметра размагничивания β от нуля до едини-
цы, то есть на данном этапе принимать во внимание нормирующий
коэффициент αp не будем.
Итак, из требования положительности подкоренного выражения

внутреннего корня в (5.154), (5.155), получаем:

1−
(
β

Ω21

)2
� 0, (5.158)

где, согласно (5.118):

Ω21 = Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1). (5.159)

Из структуры выражения (5.158) с учетом (5.159) можно видеть,
что увеличение частоты Ω может привести только к усилению неравен-
ства, то есть имеется наименьшее критическое значение частоты ΩA,
начиная с которого это неравенство выполняется, то есть kd и km ста-
новятся действительными. Так, полагая левую часть выражения (5.158)
равной нулю и подставляя (5.159), получаем:(

β

Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)

)2
= 1. (5.160)

Извлечение корня из обеих частей дает два возможных варианта,
отличающихся знаком. Рассмотрим эти варианты по отдельности.
Вариант №1:

β

Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)
= 1. (5.161)

Разрешая это уравнение относительно частоты, находим:

Ω(1)
c =

√
(ΩH + 1)(ΩH + β) . (5.162)

Вариант №2:
β

Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)
= −1. (5.163)

Разрешая это уравнение относительно частоты, находим:

Ω(2)
c =

√
(ΩH + 1)ΩH + (ΩH − 1)β . (5.164)

Обратимся к рис. 5.4, где приведены зависимости критических ча-

стот Ω(1)
c (кривая 1) и Ω(2)

c (кривая 2) от параметра размагничивания β.
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Рис. 5.4. Зависимость критической частоты волны от параметра размагничива-
ния. Кривая 1 построена по формуле (5.162), кривая 2 — по формуле (5.164).
Горизонтальные точечные линии соответствуют частотным границам существо-
вания поверхностной волны Дэймона–Эшбаха (2739 и 3675 МГц). Параметр

поля: ΩH = 0,25.

В соответствии с неравенством (5.158) область действительных
значений kd и km лежит выше сплошной кривой 1, построенной по
формуле (5.162). Кривая 2, показанная пунктиром, лежит целиком
в области мнимых значений kd и km, так что физического смысла не
имеет (по крайней мере, в рамках решаемой в данный момент задачи).
Таким образом, если задано значение параметра размагничивания β,
то поверхностные магнитостатические волны существуют только в об-
ласти частот, лежащих выше сплошной кривой 1 на рис. 5.4.
Если параметр размагничивания равен нулю, то низшая допусти-

мая частота fc равна 2739 МГц или Ωc = 0,559, что соответствует
нижней границе спектра ПМСВ в классической задаче Дэймона–Эш-
баха [1, стр. 61, форм. (2.232)]:

fc = γf

√
H(H + 4πM0) , (5.165)

или:
Ωc =

√
ΩH(ΩH + 1) , (5.166)

где: γf = 2,8 МГц · Э−1.
Если параметр размагничивания равен 0,2, то низшая допустимая

частота fc равна 3675 МГц или Ωc = 0,750, что соответствует верх-
ней границе спектра ПМСВ в классической задаче Дэймона–Эшбаха
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для пленки со свободной поверхностью [1, стр. 91, форм. (2.551)] (или
для структуры феррит–диэлектрик–металл при бесконечно большой
величине зазора между ферритом и металлом [1, стр. 120, рис. 3.1,
кривая 8]):

fc = γf (H + 2πM0), (5.167)

или:
Ωc = ΩH + 1/2. (5.168)

Если параметр размагничивания равен единице, то низшая допу-
стимая частота fc равна 6125 МГц или Ωc = 1,250, что соответствует
верхней границе спектра ПМСВ в классической задаче для структуры
феррит–металл (или феррит-диэлектрик-металл при отсутствии зазора
между ферритом и металлом) [1, стр. 120, рис. 3.1, кривая 1]:

fc = γf (H + 4πM0), (5.169)

или:
Ωc = ΩH + 1. (5.170)

Для удобства численных оценок, характерные значения параметра
размагничивания и соответствующие критические частоты приведены
в табл. 5.1.
Важным моментом является тот факт, что по мере роста параметра

размагничивания низшая частота спектра ПМСВ повышается довольно

Т а б л и ц а 5.1. Критические
частоты для параметра β

β Ωc fc (МГц)

0 0,5590 2739

0,2 0,7500 3675

0,4 0,9014 4417

0,6 1,0308 5051

0,8 1,1456 5614

1,0 1,2500 6125

значительным образом. При этом уже
при β = 0,2 низшая частота спектра
ПМСВ при учете размагничивания до-
стигает верхней частоты того же спек-
тра без учета размагничивания, а при
β = 1 эта же частота достигает верхней
границы спектра ПМСВ в структуре
феррит-металл без учета размагничива-
ния. То есть во всем возможном интер-
вале существования ПМСВ в структу-
ре феррит–диэлектрик–металл влияние
размагничивания сказывается решаю-
щим образом.

Отметим, однако, что проведенное рассмотрение выполнено без
учета нормировки параметра размагничивания αp, величина которого,
как отмечено в разд. 5.3.3, в линейном режиме не должна заметно пре-
вышать величины 0,1, то есть значительная часть кривой 1 на рис. 5.4
(по крайней мере, правее вертикальной точечной кривой, соответствую-
щей β = 0,2) лежит в области нелинейных колебаний. Здесь эта область
рассмотрена для полноты картины изменения параметра β, однако пре-
цессия намагниченности в этой области может принимать существенно
нелинейный характер [42, 66], что необходимо учитывать при более
подробном рассмотрении, выходящем за рамки настоящей работы.
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5.6. Полная формулировка задачи о распространении
поверхностной волны

Обратимся теперь к решению полной задачи о распространении
поверхностной волны типа Дэймона–Эшбаха в геометрии, представ-
ленной на рис. 5.1, то есть, когда плоскость пластины параллельна
координатной плоскости Oyz, постоянное поле приложено в плоскости
пластины вдоль оси Oz, а волна распространяется вдоль оси Oy.
Рассмотрим сначала граничные условия на поверхностях пластины —
непрерывность нормальной компоненты индукции B и тангенциальной
компоненты поля H:

Bi
x

∣∣
x=± d

2
= Be

x|x=± d
2
, (5.171)

Hi
y,z

∣∣
x=± d

2
= He

y,z

∣∣
x=± d

2
, (5.172)

где верхний индекс «i» относится к области пространства внутри пла-
стины, то есть 2 на рис. 5.1, а индекс «e» к области пространства вне
пластины, то есть 1 и 3 на рис. 5.1. В этих выражениях индукция B
определяется формулой (5.59), в которой компоненты поля h и на-
магниченности m внутри пластины определяются через потенциал ψi

по формулам (5.61)–(5.62) и (5.54)–(5.55), а компоненты поля вне
пластины — через потенциал ψe по тем же формулам (5.61)–(5.62).
В результате получаем:

Bi
x = hi

x + 4πmx = μ1
∂ψi

∂x
+ ν1

∂ψi

∂y
; (5.173)

Be
x = he

x = ∂ψe

∂x
; (5.174)

Hi
y = hi

y = ∂ψi

∂x
; (5.175)

He
y = he

y = ∂ψe

∂x
; (5.176)

Hi
z = hi

z = ∂ψi

∂z
; (5.177)

He
z = he

z = ∂ψe

∂z
. (5.178)

Граничные условия принимают вид (всего 4 граничных условия):

μ1
∂ψi

∂x
+ ν1

∂ψi

∂y

∣∣∣∣
x=± d

2

= ∂ψe

∂x

∣∣∣
x=± d

2

; (5.179)

ψi
∣∣
x=± d

2
= ψe|

x=± d
2
. (5.180)

Замечание. Вторая пара граничных условий получена из равен-
ства производных, то есть выполняется с точностью до произвольной



248 Гл. 5. Влияние поля размагничивания на дисперсию

постоянной, прибавляемой к потенциалу (что является результатом
интегрирования). В работе Дэймона–Эшбаха [114], а также далее
в [1, 2, 42] эта постоянная полагается равной нулю, так как все поля
вычисляются через производные от потенциала, а производная от по-
стоянной величины равняется нулю.

Таким образом, получаем формулировку полной задачи в виде:
Уравнения:

область 1 — вне феррита (уравнение Пуассона):

∂2ψ1

∂x2
+ ∂2ψ1

∂y2
+ ∂2ψ1

∂z2
= 0; (5.181)

область 2 — внутри феррита (уравнение Уокера):

μ1
∂2ψ

∂x2
+ μ2

∂2ψ

∂y2
+ ν

∂2ψ

∂x∂y
+ ∂2ψ

∂z2
= 0; (5.182)

область 3 — вне феррита (уравнение Пуассона):

∂2ψ3

∂x2
+ ∂2ψ3

∂y2
+ ∂2ψ3

∂z2
= 0. (5.183)

Граничные условия на нижней
(
x = −d

2

)
и верхней

(
x = d

2

)
поверх-

ностях:

μ1
∂ψ2
∂x

+ ν1
∂ψ2
∂y

∣∣∣
x=− d

2

= ∂ψ1
∂x

∣∣∣
x=− d

2

; (5.184)

μ1
∂ψ2
∂x

+ ν1
∂ψ2
∂y

∣∣∣
x=

d
2

= ∂ψ3
∂x

∣∣∣
x=

d
2

; (5.185)

ψ2|x=− d
2

= ψ1|x=− d
2
; (5.186)

ψ2|x=
d
2

= ψ3|x=
d
2
. (5.187)

5.7. Решение в трех областях

Решения во внешних относительно пластины областях 1 и 3 пол-
ностью аналогичны таковым в классической задаче Дэймона–Эшбаха,
поэтому не будем проводить их здесь, а возьмем готовыми, например
из [1, стр. 55–61].
Рассмотрение области 2 внутри пластины сводится к решению

уравнения Уокера и приведено в разд. 5.5.1, поэтому воспользуемся
полученными там выражениями, отмечая их индексом «2» (по номеру
области).
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Таким образом, решения уравнений во всех трех областях имеют
вид:

область 1:

X1 = A1e
χ1x +B1e

−χ1x; (5.188)

Y1 = C1e
i

√
χ21−λ21 y +D1e

−i

√
χ21−λ21 y; (5.189)

Z1 = G1e
iλ1z +H1e

−iλ1z; (5.190)

область 2:

X2 = A2e
(η1+η2)x +B2e

(η1−η2)x; (5.191)

Y2 = D2e
−iξy; (5.192)

Z2 = G2e
iλ2z +H2e

−iλ2z; (5.193)

область 3:

X3 = A3e
χ3x +B3e

−χ3x; (5.194)

Y3 = C3e
i

√
χ23−λ23 y +D3e

−i

√
χ23−λ23 y; (5.195)

Z3 = G3e
iλ3z +H3e

−iλ3z, (5.196)

где A1,2,3, B1,2,3, C1,2,3, D1,2,3, G1,2,3, H1,2,3 — произвольные постоянные,
которые должны быть определены из граничных условий.
Рассмотрим сначала некоторые особенности задачи, позволяющие

определить входящие в (5.188)–(5.196) постоянные коэффициенты, не
прибегая к граничным условиям.
Поскольку волна распространяется в плоскости Oyz, то зависимо-

сти всех трех решений от y и z должны совпадать. Из зависимостей
по z получаем:

λ1 = λ2 = λ3. (5.197)

Введем для этого параметра единое обозначение λ0, так что:

λ0 = λ1 = λ2 = λ3. (5.198)

Зависимости по y в областях 1 и 3 соответствуют двум встречным
направлениям распространения волны вдоль оси Oy, тогда как в об-
ласти 2 рассматривается только одно направление, поэтому положим
постоянные при первых слагаемых в областях 1 и 3 равными нулю,
то есть:

C1 = C3 = 0, (5.199)

так что Y1 и Y3 принимают вид:

Y1 = D1e
−i

√
χ21−λ21 y; (5.200)

Y3 = D3e
−i

√
χ23−λ23 y. (5.201)
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При этом из совпадения зависимостей по y во всех трех областях
получаем: √

χ21 − λ20 = ξ =
√
χ23 − λ20 . (5.202)

Из крайних членов этой цепочки равенств следует, что:

χ1 = χ3. (5.203)

Введем здесь также единое обозначение χ0, так что:

χ0 = χ1 = χ3. (5.204)

При этом два равенства (5.202) сводятся к одному:√
χ20 − λ20 = ξ. (5.205)

Отсюда находим χ0:
χ0 =

√
λ20 + ξ2 . (5.206)

Будем считать, что решение в области 1 спадает до нуля при x→ −∞,
а в области 3 — при x → +∞. При этом, учитывая, что, соглас-
но (5.206), должно быть χ0 > 0, получаем, что: B1 = 0 и A3 = 0.
Для удобства обозначений индексы у оставшихся коэффициентов опу-
стим, то есть положим: A1 = A и B3 = B.
Из условия совпадения решений по y и z следует, что постоянные

коэффициенты этих решений равны, так что введем единые обозначе-
ния D, G, H:

D = D1 = D2 = D3; (5.207)
G = G1 = G2 = G3; (5.208)
H = H1 = H2 = H3. (5.209)

В результате проделанных манипуляций, полное решение принима-
ет вид:

часть решения, зависящая только от x:

X1 = Aeχ0x; (5.210)

X2 = A2e
(η1+η2)x +B2e

(η1−η2)x; (5.211)

X3 = Be−χ0x; (5.212)

часть решения, зависящая только от y и z, одинаковая во всех обла-
стях:

Y = De−iξy; (5.213)

Z = Geiλ0z +He−iλ0z, (5.214)

причем выполняется соотношение (5.206).
В этом решении 7 постоянных коэффициентов, а граничных усло-

вий, по которым их предстоит определять, имеется только 4. Поэтому 3
коэффициента можно задать произвольно. Предположим, что волны
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распространяются только в положительном направлении оси Oz, так
что, полагая λ0 > 0, получаем G = 0. Поскольку можно задать еще два
коэффициента, то положим D = 1 и H = 1. При этом часть решения,
зависящая только от y и z, принимает вид:

Y = e−iξy; (5.215)

Z = e−iλ0z. (5.216)

Таким образом, в полном решении остаются только 4 коэффициен-
та A, A2, B2, B, для определения которых имеются 4 граничных
условия (5.184)–(5.187).
Введем теперь в решение волновые числа в явном виде с помощью

обозначений:

волновое число по координате x вне пластины:

ke
x = χ0; (5.217)

волновое число по координате x внутри пластины (два числа, соответ-
ствующие двум решениям уравнения Уокера):

k(+)
x = η1 + η2; (5.218)

k(−)
x = η1 − η2; (5.219)

волновое число по координате y во всем пространстве:

ky = ξ; (5.220)

волновое число по координате z во всем пространстве:

kz = λ0. (5.221)

Итак, полное решение принимает вид:

часть решения, зависящая только от x:

X1 = Aeke
xx; (5.222)

X2 = A2e
k(+)

x x +B2e
k(−)

x x; (5.223)

X3 = Be−ke
xx; (5.224)

часть решения, зависящая только от y и z, одинаковая во всех об-
ластях:

Y = e−ikyy; (5.225)

Z = e−ikzz, (5.226)

причем выполняется соотношение, соответствующее (5.206):

(ke
x)2 = k2y + k2z. (5.227)
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Таким образом, решение системы уравнений (5.181)–(5.184) для
потенциалов в трех областях имеет вид:

ψ1 = X1Y Z; (5.228)

ψ2 = X2Y Z; (5.229)

ψ3 = X3Y Z, (5.230)

где X1,2,3, Y и Z определяются формулами (5.222)–(5.226).

5.8. Вывод дисперсионного соотношения из решения
и граничных условий

Для получения дисперсионного соотношения следует решение си-
стемы (5.181)–(5.183) подставить в граничные условия (5.184)–(5.187).
Однако решение (5.222)–(5.226) получено для координатных компо-
нент потенциала, а граничные условия (5.184)–(5.187) записаны для
потенциалов в целом. Преобразуем граничные условия таким образом,
чтобы они были выражены также через координатные компоненты
потенциалов. Для этого подставим решение (5.228)–(5.230) в гранич-
ные условия (5.184)–(5.187) и разделим первые два уравнения на Z,
а вторые два уравнения на Y Z, в результате чего получим граничные
условия для компонент потенциалов:

μ1
∂X2
∂x

Y + ν1
∂Y

∂y
X2

∣∣∣
x=− d

2

= ∂X1
∂x

Y
∣∣∣
x=− d

2

; (5.231)

μ1
∂X2
∂x

Y + ν1
∂Y

∂y
X2

∣∣∣
x=

d
2

= ∂X3
∂x

Y
∣∣∣
x=

d
2

; (5.232)

X2|x=− d
2

= X1|x=− d
2
; (5.233)

X2|x=
d
2

= X3|x=
d
2
. (5.234)

Из структуры этих условий можно видеть, что требуются производные
∂X1
∂x
,
∂X2
∂x
,
∂X3
∂x
,
∂Y

∂y
. Запишем эти производные, исходя из (5.222)–

(5.226):

∂X1
∂x

= ke
xAe

ke
xx; (5.235)

∂X2
∂x

= k(+)
x A2e

k(+)
x x + k(−)

x B2e
k(−)

x x; (5.236)

∂X3
∂x

= −ke
xBe

−ke
xx; (5.237)

∂Y

∂y
= −ikye

−ikyy. (5.238)
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Подставляя значения координаты x, соответствующие граничным усло-
виям, а также вводя обозначения:

ρ(+) = k(+)
x d

2
; (5.239)

ρ(−) = k(−)
x d

2
; (5.240)

δ = ke
xd

2
, (5.241)

получаем необходимые производные в виде:
∂X1
∂x

∣∣∣
x=−d/2

= ke
xAe

−δ; (5.242)

∂X2
∂x

∣∣∣
x=−d/2

= k(+)
x A2e

−ρ(+)
+ k(−)

x B2e
−ρ(−)

; (5.243)

∂X2
∂x

∣∣∣
x=d/2

= k(+)
x A2e

ρ(+)
+ k(−)

x B2e
ρ(−)
; (5.244)

∂X3
∂x

∣∣∣
x=d/2

= −ke
xBe

−δ; (5.245)

∂Y

∂y
X2

∣∣∣
x=−d/2

= −iky

(
A2e

−ρ(+)
+B2e

−ρ(−))
Y ; (5.246)

∂Y

∂y
X2

∣∣∣
x=d/2

= −iky

(
A2e

ρ(+)
+B2e

ρ(−))
Y. (5.247)

Запишем также необходимые значения компонент потенциалов на гра-
ницах:

X1|x=−d/2 = Ae−δ; (5.248)

X2|x=−d/2 = A2e
−ρ(+)

+B2e
−ρ(−)

; (5.249)

X2|x=d/2 = A2e
ρ(+)

+B2e
ρ(−)
; (5.250)

X3|x=d/2 = Be−δ. (5.251)

Подставим эти выражения в граничные условия (5.231)–(5.234) и вве-
дем вспомогательные обозначения:

ε(+) = μ1k
(+)
x − iν1ky; (5.252)

ε(−) = μ1k
(−)
x − iν1ky, (5.253)

после чего приведем подобные члены и запишем полученные уравнения
в порядке следования постоянных A, A2, B2, B:

−Ake
xe

−δ +A2ε
(+)e−ρ(−)

+B2ε
(−)e−ρ(−)

= 0; (5.254)

A2ε
(+)eρ(+)

+B2ε
(−)eρ(−)

+Bke
xe

−δ = 0; (5.255)

−Ae−δ +A2e
−ρ(+)

+B2e
−ρ(−)

= 0; (5.256)

A2e
ρ(+)

+B2e
ρ(−) −Be−δ = 0. (5.257)
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Это — система 4 уравнений с 4 неизвестными A, A2, B2, B.
Условием существования ненулевого решения является равенство нулю
ее определителя: D0 = 0, что и дает дисперсионное соотношение. Этот
определитель имеет вид:

(5.258)

Для преобразования этого определителя выполним следующие дей-
ствия. Умножим первый столбец на −1. Вынесем из первого и чет-
вертого столбцов e−δ и сократим D0 = 0 на эту величину. Умножим
третью строку на −ke

x и прибавим ее к первой, умножим четвертую
строку на A = edkd − e−dkd и прибавим ко второй. Вынесем из третьей
строки −ke

x, из четвертой k
e
x и сократим на эти величины. Разложим

получившийся определитель по четвертому столбцу, а тот, что оста-
нется — по первому столбцу. В результате получим определитель:

(5.259)

Раскрывая это определитель и приравнивая его к нулю, получаем:

(
ε(+) − ke

x

)
e−ρ(+)(

ε(−) + ke
x

)
eρ(−) −

− (ε(−) − ke
x

)
e−ρ(−)(

ε(+) + ke
x

)
eρ(+)

= 0. (5.260)

Преобразуя это выражение, получаем дисперсионное соотношение
в окончательном виде:

e
(

ρ(+)−ρ(−)
)
− e−

(
ρ(+)−ρ(−)

)
e
(

ρ(+)−ρ(−)
)

+ e−
(

ρ(+)−ρ(−)
) =

ke
x

(
ε(−) − ε(+))(

ke
x

)2 − ε(+)ε(−)
, (5.261)

где входящие в это выражение величины ρ(±) и ε(±) определяются
формулами (5.239), (5.240), (5.252), (5.253).
Можно видеть, что по структуре полученное выражение (5.261)

с точностью до обозначений совпадает с дисперсионным соотношением
для классической задачи Дэймона–Эшбаха [1, стр. 65, форм. (2.279)].
Контрольная проверка показывает, что при km = 0, то есть в от-

сутствие учета размагничивания волны, выражение (5.261) с учетом
перенормировки обозначений тождественно переходит в классическое
дисперсионное соотношение Дэймона–Эшбаха.
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В отличие от классической задачи Дэймона–Эшбаха дисперсионное
соотношение (5.261) имеет значительно более сложную внутреннюю
структуру. Поэтому обратимся к вычислению его правой и левой частей
по отдельности.

5.8.1. Левая часть дисперсионного соотношения

Рассмотрим сначала левую часть дисперсионного соотноше-
ния (5.261):

U = e
(

ρ(+)−ρ(−)
)
− e−

(
ρ(+)−ρ(−)

)
e
(

ρ(+)−ρ(−)
)

+ e−
(

ρ(+)−ρ(−)
) . (5.262)

Здесь параметры ρ(+) и ρ(−) определяются формулами (5.239), (5.240),

в которых k(+)
x и k(−)

x определяются формулами (5.156), (5.157), в ко-
торых действительная и мнимая части kd и km определяются фор-
мулами (5.154), (5.155) с учетом (5.118). Пользуясь перечисленными
формулами, находим показатели экспонент в выражении (5.262):(

ρ(+) − ρ(−)
)

=
(
kd + ikm

)
d; (5.263)

−(ρ(+) − ρ(−)
)

= −(kd + ikm

)
d, (5.264)

так что экспоненты принимают вид:

e
(
ρ(+)−ρ(−)

)
= edkd cos(dkm) + iedkd sin(dkm); (5.265)

e−
(
ρ(+)−ρ(−)

)
= e−dkd cos(dkm) − ie−dkd sin(dkm). (5.266)

Числитель дроби выражения (5.262) принимает вид:

e
(
ρ(+)−ρ(−)

)
− e−

(
ρ(+)−ρ(−)

)
=

=
(
edkd − e−dkd

)
cos(dkm) + i

(
edkd + e−dkd

)
sin(dkm). (5.267)

Знаменатель той же дроби принимает вид:

e
(
ρ(+)−ρ(−)

)
+ e−

(
ρ(+)−ρ(−)

)
=

=
(
edkd + e−dkd

)
cos(dkm) + i

(
edkd − e−dkd

)
sin(dkm). (5.268)

Введем обозначения:

A = edkd − e−dkd ; (5.269)

B = edkd + e−dkd . (5.270)
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С этими обозначениями (5.267) и (5.268) записываем в виде:

e
(
ρ(+)−ρ(−)

)
− e−

(
ρ(+)−ρ(−)

)
= A cos(dkm) + iB sin(dkm); (5.271)

e
(
ρ(+)−ρ(−)

)
+ e−

(
ρ(+)−ρ(−)

)
= B cos(dkm) + iA sin(dkm). (5.272)

Подставляя (5.271) и (5.272) в (5.262), освобождаясь от мнимости
в знаменателе и приводя подобные члены, получаем левую часть дис-
персионного соотношения:

U = AB

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
− i

(A2 −B2) sin(dkm) cos(dkm)

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
, (5.273)

где обе дроби являются действительными, A и B определяются фор-
мулами (5.269), (5.270), kd и km — формулами (5.154), (5.155), а вхо-
дящий в них параметр Ω21 — формулой (5.118).

5.8.2. Последовательность расчета левой части

С целью удобства алгоритмизации при машинном расчете приведем
последовательность шагов вычисления выражения (5.273).
Шаг №1.
Задание начальных параметров Ω, ΩH , β, d, ky.
Шаг №2.
Вычисление параметра Ω21 по формуле (5.118).
Шаг №3.
Вычисление параметров kd и km по формулам (5.154), (5.155).
Шаг №4.
Вычисление параметров A и B по формулам (5.269), (5.270).
Шаг №5.
Вычисление действительной части параметра U по формуле (5.273).
Шаг №6.
Вычисление мнимой части параметра U по формуле (5.273).

5.8.3. Правая часть дисперсионного соотношения

Рассмотрим теперь правую часть дисперсионного соотношения
(5.261):

V =
ke

x

(
ε(−) − ε(+))(

ke
x

)2 − ε(+)ε(−)
. (5.274)

Здесь параметры ε(+) и ε(−) определяются формулами (5.252), (5.253),
а входящие в них выражения μ(+)

1 , ν
(+)
1 , а также μ

(−)
1 , ν

(−)
1 определя-

ются формулами (5.122), (5.125), а также (5.52) с учетом индексов (+)
и (–):

ε(+) = μ
(+)
1 k(+)

x − iν
(+)
1 ky; (5.275)

ε(−) = μ
(−)
1 k(−)

x − iν
(−)
1 ky. (5.276)
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Рассмотрим сначала параметр ε(+), для которого, в соответствии
с приведенными выше ссылками, получаем:

μ
(+)
1 =

Ω21 − β
k2y(

k
(+)
x
)2

+ k2y

Ω20
; (5.277)

ν
(+)
1 =

−iΩ + β
k
(+)
x ky(

k
(+)
x
)2

+ k2y

Ω20
, (5.278)

где для Ω20 и Ω21 использованы обозначения (5.117) и (5.118).
Учтем также, что в соответствии с (5.156):

k(+)
x = kd + ikm, (5.279)

где kd и km — действительны и определяются формулами (5.154),
(5.155).
Найдем промежуточное выражение:(

k(+)
x

)2 + k2y = k2p + i2kdkm, (5.280)

где введено вспомогательное обозначение:

k2p = k2d − k2m + k2y. (5.281)

Соответственно получаем:

1(
k(+)

x

)2
+ k2y

=
k2p − i2kdkm

k4p + 4k2dk
2
m

. (5.282)

Подставляя это выражение в (5.277), разделяя действительную и мни-
мую части, а также вводя обозначения:

μ
(+)
1d =

Ω21
(
k4p + 4k2dk

2
m

) − βk2pk
2
y

Ω20
(
k4p + 4k2dk

2
m

) ; (5.283)

μ
(+)
1m =

2βkdkmk
2
y

Ω20
(
k4p + 4k2dk

2
m

) , (5.284)

приводим (5.277) к виду:

μ
(+)
1 = μ

(+)
1d + iμ

(+)
1m . (5.285)

Рассмотрим теперь ν(+)
1 в соответствии с (5.278). С учетом (5.281),

(5.282), а также (5.279) найдем промежуточное выражение:

k(+)
x ky(

k(+)
x

)2
+ k2y

=
kd

(
k2p + 2k2m

)
ky

k4p + 4k2dk
2
m

+ i
km

(
k2p − 2k2d

)
ky

k4p + 4k2dk
2
m

. (5.286)
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Введем обозначения:

q
(+)
d =

kd

(
k2p + 2k2m

)
ky

k4p + 4k2dk
2
m

; (5.287)

q(+)
m =

km

(
k2p − 2k2d

)
ky

k4p + 4k2dk
2
m

. (5.288)

С этими обозначениями (5.286) принимает вид:

k(+)
x ky(

k(+)
x

)2
+ k2y

= q
(+)
d + iq(+)

m . (5.289)

Подставим (5.289) в (5.278) и разделим действительную и мнимую
части:

ν
(+)
1 = βq(+)

d

Ω20
− i

Ω − βq(+)
m

Ω20
. (5.290)

Подставим теперь (5.286), (5.280) и (5.279) в (5.275) и приведем
подобные члены:

ε(+) = p
(+)
d + ip(+)

m , (5.291)

где введены обозначения:

p
(+)
d =

(
μ

(+)
1d kd − μ

(+)
1m km

)− (Ω − βq(+)
m

)
ky

Ω20
; (5.292)

p(+)
m =

(
μ

(+)
1d km + μ

(+)
1m kd

)− βq(+)
d ky

Ω20
. (5.293)

Рассмотрим теперь выражение для ε(−), определяемое форму-
лой (5.276):

ε(−) = μ
(−)
1 k(−)

x − iν
(−)
1 ky. (5.294)

При этом, аналогично (5.277), (5.278), имеем:

μ
(−)
1 =

Ω21 − β
k2y(

k
(−)
x
)2

+ k2y

Ω20
; (5.295)

ν
(−)
1 =

−iΩ + β
k
(−)
x ky(

k
(−)
x
)2

+ k2y

Ω20
, (5.296)

где для Ω20 и Ω21 используются те же вспомогательные обозначе-
ния (5.117) и (5.118), а также, в соответствии с (5.157):

k(−)
x = −kd − ikm, (5.297)

где kd и km определяются теми же выражениями (5.154) и (5.155).
Будем следовать тому же порядку вычислений, что и при получе-

нии ε(+).
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Находим промежуточное выражение:(
k(−)

x

)2 + k2y = k2p + i2kdkm, (5.298)

где введено вспомогательное обозначение, совпадающее с (5.281):

k2p = k2d − k2m + k2y. (5.299)

Соответственно, подобно (5.282), получаем:

1(
k(−)

x

)2
+ k2y

=
k2p − i2kdkm

k4p + 4k2dk
2
m

. (5.300)

Подставляя это выражение в (5.295), разделяя действительную и мни-
мую части, а также вводя обозначения:

μ
(−)
1d =

Ω21
(
k4p + 4k2dk

2
m

) − βk2pk
2
y

Ω20
(
k4p + 4k2dk

2
m

) ; (5.301)

μ
(−)
1m =

2βkdkmk
2
y

Ω20(k
4
p + 4k2dk

2
m)
, (5.302)

приводим (5.295) к виду:

μ
(−)
1 = μ

(−)
1d + iμ

(−)
1m . (5.303)

Можно видеть, что полученные здесь выражения μ(−)
1d и μ

(−)
1m , а так-

же μ(−)
1 совпадают с полученными выше формулами (5.283), (5.284),

(5.285), соответствующими выражениям μ(+)
1d , μ

(+)
1m , μ

(+)
1 .

Рассмотрим теперь ν(−)
1 в соответствии с (5.296). С учетом (5.300),

(5.281), а также (5.297) найдем промежуточное выражение:

k(−)
x ky(

k(−)
x

)2
+ k2y

= −kd

(
k2p + 2k2m

)
ky

k4p + 4k2dk
2
m

− i
km

(
k2p − 2k2d

)
ky

k4p + 4k2dk
2
m

. (5.304)

Введем обозначения:

q
(−)
d = −kd

(
k2p + 2k2m

)
ky

k4p + 4k2dk
2
m

; (5.305)

q(−)
m = −km

(
k2p − 2k2d

)
ky

k4p + 4k2dk
2
m

. (5.306)

Эти обозначения отличаются от (5.287) и (5.288) знаками, так как
при их выводе использовалось значение k

(−)
x (5.297), имеющее по

сравнению с k(+)
x (5.279) противоположный знак.

С этими обозначениями (5.304) принимает вид:

k(−)
x ky(

k(−)
x

)2
+ k2y

= q
(−)
d + iq(−)

m . (5.307)

Можно видеть, что это выражение по форме совпадает с (5.289) с за-
меной индекса (+) на (–).
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Подставляя (5.307) в (5.296) и разделяя действительную и мнимую
части, получаем:

ν
(−)
1 = βq

(−)
d

Ω20
− i

Ω − βq(−)
m

Ω20
. (5.308)

Подставляя теперь (5.303) и (5.308), а также (5.297) в (5.294) и при-
водя подобные члены, получаем:

ε(−) = p
(−)
d + ip(−)

m , (5.309)

где введены обозначения:

p
(−)
d = −(μ(−)

1d kd − μ
(−)
1m km

)− (Ω − βq(−)
m

)
ky

Ω20
; (5.310)

p(−)
m = −(μ(−)

1d km + μ
(−)
1m kd

)− βq
(−)
d ky

Ω20
. (5.311)

Можно видеть, что структура этих выражений также совпадает
с (5.292) и (5.293) с точностью до изменения знака перед первым
слагаемым.
Рассмотрим теперь правую часть дисперсионного соотношения в це-

лом, имеющую вид (5.274):

V =
ke

x

(
ε(−) − ε(+))(

ke
x

)2 − ε(+)ε(−)
, (5.312)

где, в соответствии с (5.291), (5.309):

ε(+) = p
(+)
d + ip(+)

m ; (5.313)

ε(−) = p
(−)
d + ip(−)

m , (5.314)

причем из условия предельного перехода к классической задаче Дэй-
мона–Эшбаха [1, стр. 60, форм. (2.221)], соответствующего β → 0,
подобно (5.134), (5.135), выполняется соотношение:

ke
x = ky. (5.315)

Подставляя (5.313), (5.314) и (5.315) в (5.312), выполняя в числителе
сложение и в знаменателе умножение, получаем:

V =
ky

[(
p(−)

d − p(+)
d

)
+ i
(
p(−)

m − p(+)
m

)]
k2y − (p(+)

d p
(−)
d − p(+)

m p(−)
m

)− i
(
p
(+)
d p(−)

m + p
(−)
d p(+)

m

) . (5.316)

Введем обозначения:

ud = ky

(
p
(−)
d − p

(+)
d

)
; (5.317)

um = ky

(
p(−)

m − p(+)
m

)
; (5.318)
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vd = k2y − (p(+)
d p

(−)
d − p(+)

m p(−)
m

)
; (5.319)

vm = −(p(+)
d p(−)

m + p
(−)
d p(+)

m

)
. (5.320)

Подставляя (5.317)–(5.320) в (5.316) и разделяя действительную
и мнимую части, получаем правую часть дисперсионного соотношения
в виде:

V = udvd + umvm

v2d + v2m
+ i

−udvm + umvd

v2d + v2m
, (5.321)

где обе дроби являются действительными, а входящие в них парамет-
ры ud,m и vd,m определяются формулами (5.317)–(5.320).

5.8.4. Последовательность расчета правой части

С целью удобства алгоритмизации при машинном расчете приведем
последовательность шагов вычисления выражения (5.321).
Шаг №1.
Задание начальных параметров Ω, ΩH , β, d, ky.
Шаг №2.
Вычисление параметров Ω20 и Ω21 по формулам (5.117), (5.118).
Шаг №3.
Вычисление параметров kd и km по формулам (5.154), (5.155).
Шаг №4.
Вычисление параметра k2p по формуле (5.281).
Шаг №5.
Вычисление параметров μ(+)

1d и μ
(+)
1m по формулам (5.283), (5.284).

Шаг №6.
Вычисление параметров q(+)

d , q(+)
m по формулам (5.287), (5.288).

Шаг №7.
Вычисление параметров p(+)

d , p(+)
m по формулам (5.292), (5.293).

Шаг №8.
Вычисление параметров μ(−)

1d и μ(−)
1m по формулам (5.301), (5.302).

Шаг №9.
Вычисление параметров q(−)

d , q(−)
m по формулам (5.305), (5.306).

Шаг №10.
Вычисление параметров p(−)

d , p(−)
m по формулам (5.310), (5.311).

Шаг №11.
Вычисление параметров ud, um, vd, vm по формулам (5.317)–

(5.320).
Шаг №12.
Вычисление действительной части параметра V по формуле (5.321).
Шаг №13.
Вычисление мнимой части параметра V по формуле (5.321).
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5.9. Действительная и мнимая части дисперсионного
соотношения

В предыдущих разделах получены левая и правая части дисперси-
онного соотношения (5.261), обе из которых имеют комплексный ха-
рактер. Теперь перейдем к рассмотрению дисперсионного соотношения
в целом.
Перенося обе части соотношения (5.261) в левую сторону и при-

равнивая получающуюся сумму к нулю, выделим отдельно действи-
тельную и мнимую части полного соотношения. Левая часть диспер-
сионного соотношения (5.261), обозначенная через U , определяется
формулой (5.262) или в развернутом виде (5.273). Правая часть дис-
персионного соотношения (5.262), обозначенная через V , определяется
формулой (5.274) или в развернутом виде (5.321). Таким образом,
действительная и мнимая части выражения U имеют вид:

Re(U) = AB

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
; (5.322)

Im(U) = − (A2 −B2) sin(dkm) cos(dkm)

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
. (5.323)

Действительная и мнимая части выражения V имеют вид:

Re(V ) = udvd + umvm

v2d + v2m
; (5.324)

Im(V ) = −udvm + umvd

v2d + v2m
. (5.325)

После перенесения обеих частей на левую сторону, действительная
часть дисперсионного соотношения приобретает вид:

Wd = Re(U) − Re(V ), (5.326)

или:

Wd = AB

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
− udvd + umvm

v2d + v2m
; (5.327)

Соответственно мнимая часть дисперсионного соотношения принимает
вид:

Wm = Im(U) − Im(V ), (5.328)

или:

Wm = − (A2 −B2) sin(dkm) cos(dkm)

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
− −udvm + umvd

v2d + v2m
. (5.329)

Полное дисперсионное соотношение имеет вид:

Wd + iWm = 0. (5.330)
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Равенство нулю такого комплексного выражения означает, что его
действительная и мнимая части по отдельности тоже равны нулю, то
есть:

Wd = 0; (5.331)
Wm = 0, (5.332)

или в развернутом виде:

AB

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
− udvd + umvm

v2d + v2m
= 0; (5.333)

(A2 −B2) sin(dkm) cos(dkm)

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
+ −udvm + umvd

v2d + v2m
= 0. (5.334)

Эти выражения дают два уравнения, каждое из которых по отдельно-
сти позволяет найти зависимость частоты Ω от волнового числа ky.

Замечание. Контрольная проверка, выполненная численным мето-
дом, показывает, что выражение (5.330) при β → 0 переходит в класси-
ческий закон дисперсии, соответствующий поверхностной волне Дэй-
мона–Эшбаха [1, стр. 65, форм. (2.279)]. Естественно полагать, что
при β → 0 выражение (5.334) должно обращаться в нуль. Однако
обращение в нуль этого выражения имеет место только при значениях
волнового числа меньших необходимого для учета размагничивания
(меньших соответствующего перегибу гиперболического тангенса в вы-
ражении для β (5.20) или (5.21)). Если волновое число превышает
эту величину, то выражение (5.334) приобретает хотя и малое, но все
же отличное от нуля значение. Этот вопрос обсуждается в следующем
разделе (рис. 5.5, г).

Схема алгоритмизации при машинном расчете составляющих ча-
стей уравнений (5.333) и (5.334) приведена выше в разделах 5.8.2
и 5.8.4. Решение этих уравнений в настоящей работе проводилось
с использованием метода поиска нуля. Некоторые результаты расчетов
приведены в следующих разделах.

5.10. Дисперсия поверхностной волны с учетом
размагничивания

В соответствии со структурой полученного выше дисперсионного
соотношения, точнее — его действительной части (5.327), можно ви-
деть, что дисперсионные свойства поверхностной волны существенным
образом зависят от ее поля размагничивания. Рассмотрим некоторые
общие особенности такой зависимости, для чего обратимся к рис. 5.5.
На рис. 5.5, а утолщенной сплошной линией показана дисперсион-

ная кривая, полученная с учетом размагничивания (кривая 1). Для
сравнения утолщенным пунктиром показана дисперсионная кривая,
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полученная в соответствии с классической задачей Дэймона–Эшбаха
без учета размагничивания (кривая 2).
На рис. 5.5, б показана зависимость нормированной величины па-

раметра размагничивания β от того же волнового числа. В соответ-
ствии с формулой (5.21) этот параметр имеет вид гиперболического
тангенса. Точка перегиба соответствует критическому значению волно-
вого числа, равному 3142 см−1 в соответствии с формулой kc = π/d,
где d = 10 мкм.
Из рис. 5.5, а видно, что учет размагничивания приводит к повыше-

нию частоты дисперсионной кривой, причем такое повышение стано-
вится заметным только начиная с волнового числа порядка 3000 см−1,
где параметр размагничивания β (рис. 5.5, б) претерпевает перегиб
и далее стремится к постоянному значению 0,02, соответствующему
стремлению параметра β0 к единице.
Дополнительные особенности решения, иллюстрируются рис. 5.5, в

и рис. 5.5, г.
На рис. 5.5, в приведена зависимость действительной части диспер-

сионного соотношения Wd от волнового числа. Поскольку построение
дисперсионной кривой на рис. 5.5, а произведено методом поиска нуля
действительной части с шагом по частоте при задании волнового числа,
то и кривая на рис. 5.5, в, несмотря на ее изрезанный характер, обу-
словленный дискретным шагом машинного алгоритма, проходит вблизи
нуля, отклоняясь не более чем на 2 · 10−3 абсолютной величины, что за-
дается параметром точности поиска, заданным в расчетной программе
(в расчете брался шаг по частоте в 1 МГц). При увеличении точности
поиска нуля, то есть при уменьшении шага по частоте, размах кривой
на рис. 5.5, в уменьшается прямо пропорционально величине шага.
На рис. 5.5, г приведена полученная в том же цикле расчета зави-

симость мнимой части дисперсионного соотношения Wm от того же
волнового числа. Можно видеть, что по мере увеличения параметра
размагничивания мнимая часть дисперсионного соотношения также
растет подобным образом в пропорции примерно в 0,1 от β0. Важно
отметить, что эта зависимость от величины шага по частоте не зависит

Рис. 5.5. Дисперсия поверхностной волны с учетом размагничивания. а — дис-
персионная кривая без размагничивания (1) и с его учетом (2); горизонталь-
ные точечные линии соответствуют нижней и верхней границам спектра ПМСВ
в классической задаче Дэймона–Эшбаха (2739 и 3675 МГц); вертикальная то-
чечная линия (отмеченная стрелкой на горизонтальной оси) соответствует
такой же линии на следующем рисунке (б); б — зависимость нормированного
параметра размагничивания от волнового числа; горизонтальная точечная линия
соответствует уровню перегиба зависимости параметра размагничивания от вол-
нового числа, вертикальная точечная линия (отмеченная стрелкой на горизон-
тальной оси) отвечает волновому числу, соответствующему точке перегиба; в —
зависимость действительной части дисперсионного соотношения от волнового
числа; г — зависимость мнимой части дисперсионного соотношения от волно-
вого числа. Параметры: H0 = 437,5 Э; 4πM0 = 1750 Гс; d = 10 мкм; αp = 0,02



266 Гл. 5. Влияние поля размагничивания на дисперсию

(начиная со значения, достаточного для получения приемлемой плав-
ности кривой, то есть, в рассматриваемом случае с шага в 1 МГц).
Абсолютная величина мнимой части примерно на два порядка больше
отклонения действительной части от нуля (рис. 5.5, в), так что состав-
ляет реальную физическую величину. Вопрос о ее конкретном физи-
ческом смысле требует более подробного рассмотрения, выходящего
за рамки настоящей работы.

5.10.1. Степень деформации дисперсионной кривой

Главной особенностью рассматриваемой дисперсионной кривой яв-
ляется ее сдвиг вверх по частоте при достаточно большой величине
поля размагничивания. На рис. 5.6 сплошной линией (кривая 1) пока-
зана зависимость частоты дисперсионной кривой от нормирующего ко-
эффициента параметра размагничивания при фиксированном значении
волнового числа, равном 6000 см−1. Для сравнения пунктиром пока-
зана частота, соответствующая отсутствию размагничивания (то есть
от коэффициента параметра размагничивания не зависящая).

Рис. 5.6. Зависимость частоты дисперсионной кривой от нормирующего коэф-
фициента параметра размагничивания при волновом числе 6000 см−1. Пара-
метры — те же, что приняты при построении рис. 5.5. 1 — величина сдвига
дисперсионной кривой; 2 — частота, соответствующая отсутствию размагничи-

вания (3675 МГц)

Из рисунка видно, что по мере увеличения поля размагничивания
(то есть параметра αp) частота дисперсионной кривой растет сначала
по закону, близкому к линейному, после чего рост ее ускоряется. Об-
рыв кривой при αp > 0,19 происходит из-за превышения критического
значения параметра размагничивания в выражениях для параметров kd
и km, определяемых формулами (5.154), (5.155), в результате чего
знак подкоренного выражения внутреннего корня в этих формулах
становится отрицательным.
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Замечание. Положение в какой-то степени исправляется при по-
вышении начального значения частоты, с которого начинается поиск
нуля, так что кривая 1 на рис. 5.6 может быть несколько продолжена.
Заметим, однако, что при таком продолжении колебания намагничен-
ности становятся уже нелинейными (угол раскрыва конуса прецессии
значительно превышает 5 градусов), так что возможность такого про-
должения требует более подробного отдельного рассмотрения, выходя-
щего за рамки настоящей работы.

Качественной физической причиной увеличения частоты волны,
по-видимому, является увеличение жесткости системы за счет проявле-
ния поля размагничивания. Действительно, при достаточной величине
параметра размагничивания вектор намагниченности кроме внешнего
поля подвержен еще воздействию поля размагничивания, которое в об-
щем случае препятствует его отклонению от равновесного положения.
То есть на этот вектор, кроме постоянного поля, стремящегося уста-
новить его в равновесное положение, действует дополнительная сила,
также препятствующая отклонению вектора от положения равновесия,
так что в результате действия этой дополнительной силы установление
вектора намагниченности в равновесном положении становится более
жестким, что и приводит к повышению частоты его прецессии, то есть
к повышению частоты распространяющейся волны.

5.11. Дисперсионная кривая при изменении
параметра размагничивания

Рассмотрим характер деформации дисперсионной кривой при изме-
нении параметра размагничивания более подробно.
На рис. 5.7 представлены зависимости параметра размагничива-

ния (а) и дисперсионных кривых (б) от волнового числа при различ-
ных значениях нормирующего коэффициента параметра размагничива-
ния αp.
В обеих частях рисунка кривые 1 соответствуют отсутствию раз-

магничивания, то есть β = 0. На рис. 5.7, а эта кривая совпадает
с горизонтальной осью рисунка, а на рис. 5.7, б являет собою клас-
сическую дисперсионную кривую Дэймона–Эшбаха. Кривые 2–5 на
рис. 5.7, а представляют зависимость параметра размагничивания β
от волнового числа при постепенном увеличении нормирующего ко-
эффициента. Можно видеть, что во всех случаях эти кривые имеют
вид гиперболического тангенса, размах по вертикали которого равен
нормирующему коэффициенту. Заметное отклонение от горизонтальной
оси, соответствующее величине β порядка 0,01 (то есть 1%), имеет
место при волновом числе порядка 2000 см−1. Кривые 2–5 на рис. 5.7, б
характеризуют закон дисперсии при различных значениях параметра
размагничивания.
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Рис. 5.7. Зависимости параметра размагничивания (а) и дисперсионных кри-
вых (б) от волнового числа при различных значениях нормирующего коэффи-
циента параметра размагничивания αp: 1 — 0,00; 2 — 0,02; 3 — 0,06; 4 — 0,10;

5 — 0,15. Параметры: H0 = 437,5 Э; 4πM0 = 1750 Гс; d = 10 мкм

Можно видеть, что деформация дисперсионных кривых 2–5 в срав-
нении с классической кривой 1 наблюдается только при превышении
волновым числом значения порядка 2000 см−1, то есть как раз в тот
момент, когда параметр размагничивания β становится достаточно за-
метным (как это наглядно видно из сравнения с рис. 5.7, а). Кривая 2
еще остается довольно близкой к классической кривой Дэймона–Эш-
баха 1, отличаясь лишь некоторым повышением частоты при волновом
числе больше 2000 см−1. Остальные же кривые 3–5 в этой области,
после некоторого замедления своего роста, испытывают вторичный
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подъем, тем больший, чем больше значение нормирующего коэффици-
ента параметра размагничивания. Этот подъем как раз соответствует
росту параметра размагничивания β на рис. 5.7, а. Вторичный подъем
для всех кривых при увеличении волнового числа выше 5000 см−1 за-
канчивается выходом на горизонтальный участок, тем более высоким,
чем больше значение нормирующего коэффициента αp. Такой выход
как раз соответствует насыщению зависимостей параметра размагни-
чивания β от волнового числа, наблюдаемому на рис. 5.7, а.
То есть все кривые имеют как бы «двухступенчатый» характер,

повторяющий рост параметра размагничивания по мере увеличения
волнового числа.

5.12. Структура распределения намагниченности
внутри пластины

В классической поверхностной волне Дэймона–Эшбаха переменная
намагниченность спадает по толщине пластины (то есть по оси Ox
внутрь от поверхности) по экспоненциальному закону. При этом по-
казатель экспоненты является чисто действительным. В рассматривае-
мой здесь задаче распределение x-компоненты намагниченности также
определяется экспонентой, но теперь имеющий комплексный характер.
При этом x-компонента решения уравнения Уокера (5.223) имеет вид:

X = Aek(+)
x x +Bek(−)

x x. (5.335)

где, согласно (5.156), (5.157):

k(+)
x = kd + ikm; (5.336)

k(−)
x = −kd − ikm, (5.337)

где kd и km — действительны и определяются формулами (5.154),
(5.155).

kd = 1√
2

√√√√
1+

√
1−
(
β

Ω21

)2
· ky; (5.338)

km = 1√
2

√√√√
1−
√
1−
(
β

Ω21

)2
· ky, (5.339)

где используются обозначения (5.117) и (5.118):

Ω20 = Ω2 − ΩH

(
ΩH + β). (5.340)

Ω21 = Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1). (5.341)

Рассмотрим теперь распределение динамической намагниченности
по толщине пластины более подробно. Для удобства терминологии
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будем называть волновое число по оси Oy, то есть вдоль направления
распространения волны, «продольным» волновым числом, а волновое
число по оси Ox, то есть перпендикулярно направлению распростране-
ния волны — «поперечным» волновым числом.
Обратимся к рис. 5.8, где показаны зависимости действительной (а)

и мнимой (б) частей поперечного волнового числа от значения про-
дольного волнового числа (индекс «y» в обозначении последнего для
простоты рисунка опущен). Там же в качестве опорного параметра
приведены зависимости параметра размагничивания (в), от того же
продольного волнового числа.
Из рис. 5.8 а видно, что действительная часть поперечного вол-

нового числа kd зависит от продольного волнового числа полностью
линейно с угловым коэффициентом порядка единицы, причем наклон
соответствующей прямой линии от величины параметра размагничива-
ния практически не зависит. Такая линейная зависимость легко про-
сматривается из структуры формулы (5.338), где в пределах принятого
интервала изменения параметра β (от нуля до 0,02) второе слагаемое
внутреннего подкоренного выражения значительно меньше первого,
так что весь внешний корень стремится к величине

√
2 , что делает

в результате коэффициент при ky близким к единице.
Таким образом, в пределах принятого интервала размагничивания

(то есть в пределах линейности задачи в целом), действительная часть
поперечного волнового числа близка к таковой в классической задаче
Дэймона–Эшбаха и равняется продольной части волнового числа.
Не так, однако, обстоит дело с мнимой частью того же волнового

числа. Обратимся к рис. 5.8, б, где приведены зависимости мнимой
части поперечного волнового числа km от того же продольного вол-
нового числа при различных значениях параметра размагничивания.
Здесь кривая 1 соответствует отсутствию размагничивания, так что
совпадает с горизонтальной осью рисунка, на которой km = 0. Осталь-
ные кривые 2–5, соответствующие отличным от нуля значениям пара-
метра β, испытывают подъем вверх, сначала медленный до значения
продольного волнового числа порядка 2000 см−1, затем более быстрый
до продольного волнового числа порядка 5000 см−1, после чего замед-
ляющийся и стремящийся далее к линейному. Подъем кривых проис-
ходит тем сильнее, чем величина параметра размагничивания больше.
Из сравнения с приведенным ниже рис. 5.8, в можно видеть, что
наиболее быстрый подъем кривых km происходит в интервале наиболь-
шей крутизны зависимости параметра размагничивания от продольного
волнового числа, то есть между 2000 см−1 и 5000 см−1. Далее, то есть
после 5000 см−1 зависимости km стремятся к проходящим через начало
координат прямым линиям с угловыми коэффициентами тем большими,
чем параметр размагничивания больше. Такая прямая линия для кри-
вой 5, соответствующей β = 0,15, показана пунктиром и обозначена 5′.
Угловой коэффициент этой прямой равен 0,202. Угловые коэффициенты
для кривых 4, 3 и 2 равны соответственно 0,158, 0,105, 0,037.
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Рис. 5.8. Зависимости действительной (а) и мнимой (б) частей поперечного
волнового числа, а также параметра размагничивания (в), от значения продоль-
ного волнового числа при различных значениях нормирующего коэффициента
параметра размагничивания αp: 1 — 0,00; 2 — 0,02; 3 — 0,06; 4 — 0,10;

5 — 0,15. Параметры — те же, что приняты при построении рис. 5.7
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Отмеченный ход зависимостей мнимой части поперечного волно-
вого числа хорошо просматривается из структуры формулы (5.339).
Так, в принятом интервале изменения β второе слагаемое под внутрен-
ним корнем получается значительно меньше первого, в результате чего
внутренний корень становится близким к единице. При этом выражение
под внешним корнем становится заметно меньшим единицы, что и обес-
печивает для km сравнительно небольшой в сравнении с единицей ко-
эффициент при волновом числе ky, то есть меньший единицы угловой
коэффициент аппроксимирующей прямой.

5.13. Динамический потенциал внутри пластины

В предыдущем разделе выявлено существование довольно значи-
тельной мнимой составляющей поперечного волнового числа. Рассмот-
рим теперь, как эта составляющая проявляется в распределении ди-
намической намагниченности внутри пластины. Согласно общему виду
решения для X-сомножителя потенциала (5.335), показатели экспо-
нент должны содержать действительную и мнимую составляющую.
При этом действительная часть обеспечивает плавный спад амплитуды
потенциала внутрь пластины, а мнимая составляющая – периодиче-
ское изменение потенциала по синусоидальному закону с постоянной
амплитудой. Произведение двух таких сомножителей дает синусоиду,
амплитуда которой по направлению внутрь пластины плавно спадает.
Раскрывая в (5.335) экспоненту с мнимым показателем по формуле
Эйлера, оставляя только действительную часть и полагая A и B рав-
ными единице, получаем:

X = ekdx cos(kmx) + e−kdx cos(kmx). (5.342)

Возможный пример такого распределения показан на рис. 5.9. С це-
лью наглядности, параметры построения выбраны несколько отличны-
ми от рассматривавшихся выше. Так, толщина пластины взята равной
20 мкм, действительная составляющая поперечного волнового числа
принята равной 10 000 см−1, а мнимая — равной 5000 см−1. Величина
мнимой составляющей по сравнению со значением, соответствующим
линейному режиму (рис. 5.8, б), несколько завышена (в два-три раза)
для лучшего выявления синусоидального вклада в поперечное волновое
число, обусловленного его мнимой частью.
На рисунке кривая 1 соответствует распределению потенциала без

учета размагничивания, то есть в соответствии с классической за-
дачей Дэймона–Эшбаха. Эта кривая построена по формуле (5.342),
где положено km = 0. Кривая 2 построена по полной формуле (5.342)
при km = 5000 см−1. Можно видеть, что синусоидальная составляю-
щая вызывает провалы значений поперечного волнового числа вблизи
каждой из поверхностей пластины. При заданных здесь параметрах по
толщине пластины укладывается чуть менее трех периодов синусоиды,
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в результате чего провалы имеют апериодический характер. Если бы по
толщине пластины укладывалось большее число периодов, можно было
бы наблюдать полную синусоиду со спадающей амплитудой. Заметим,
однако, что число периодов не может быть большим двух-трех, так как
действительная kd и мнимая km части поперечного волнового числа
связаны соотношениями (5.338) и (5.339), так что при любых допусти-
мых значениях параметра размагничивания β составляющая km всегда
меньше kd, то есть по координате x амплитуда успевает упасть почти
до нуля раньше, чем синусоида совершит несколько полных колебаний.

Рис. 5.9. Распределение потенциала динамической намагниченности внутри
пластины вдоль оси Ox. 1 — без учета размагничивания; 2 — с учетом
размагничивания. Параметры: толщина пластины — 20 мкм, составляющие
поперечного волнового числа: kd = 10 000 см−1, km = 5000 см−1. Остальные

параметры — те же, что приняты при построении рис. 5.7

Следует особо отметить, что приведенные на рис. 5.9 кривые
имеют вид, полностью симметричный относительно вертикальной оси
(то есть x = 0) или середины пластины. Однако классическая вол-
на Дэймона–Эшбаха является невзаимной в том смысле, что при
распространении в положительном или отрицательном направлении
оси Oy динамическая намагниченность локализуется вдоль одной по-
верхности пластины, тогда как вдоль другой ее поверхности амплитуда
волны резко падает. Это можно видеть, например, из рассмотрения
решения задачи для потенциалов, приведенного в [1, стр. 68–70].
Характеристикой такой невзаимности является параметр g, определя-
емый приведенными там же формулами (2.324) или (2.342). При этом
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решение, локализуемое вблизи одной из поверхностей, имеет вид про-
сто спадающей экспоненты, а вблизи другой еще умножается на этот
параметр и экспоненту с отрицательным показателем, пропорциональ-
ным толщине пластины (формулы (2.332), (2.345)). В рассматриваемой
здесь задаче также может быть введен соответствующий параметр g
и такая же экспонента, отражающие невзаимность распространяющей-
ся волны. Однако вопрос о невзаимности выходит за рамки настоящей
работы, так что выполнение подобного математического упражнения
предоставляем любознательному читателю.

Замечание. Все сказанное выше относится к задаче с параллельно-
перпендикулярной геометрией в изотропной среде. Можно полагать,
что в случаях другой геометрии, другой ориентации поля или на-
правления распространения волны, другой волноведущей структуры
соотношение между действительной и мнимой частями поперечного
волнового числа будет другим и по толщине пластины уложится боль-
шее количество периодов синусоиды, то есть синусоидальный спад
потенциала выявится в большей степени. То же может иметь место
в среде с анизотропией и магнитоупругим взаимодействием. Можно
полагать, что более подробное рассмотрение этого вопроса могло бы
составить интерес для отдельных исследований.

5.14. Степень влияния поля размагничивания на
дисперсию волн при различной толщине пластины

В предыдущих разделах на примере пленок толщиной 10 мкм
было выявлено существенное влияние поля размагничивания волны
на характер дисперсии поверхностной волны Дэймона–Эшбаха. При
этом было отмечено, что поле размагничивания волны в пластинах
различной толщины проявляется по-разному. Представляет интерес
выяснить, насколько влияние поля размагничивания важно в реали-
зуемых на сегодняшний день экспериментах, в том числе проводи-
мых на образцах нанометровых размеров. С этой целью обратимся
к рис. 5.10, где на двумерной карте показано распределение областей
реализуемых в эксперименте волновых чисел при различной толщине
образцов.
Рисунок построен в двойном логарифмическом масштабе. Наклон-

ная прямая линии соответствует точке перегиба гиперболического тан-
генса (5.20), в которой выполняется условие kc = π/d. Ниже этой
линии поле размагничивания волны мало и в расчетах дисперсии волн
его можно не учитывать (как это и было сделано в пионерской рабо-
те Дэймона–Эшбаха [114]). Выше этой линии поле размагничивания
волны достаточно велико и заметно сказывается на дисперсионных
свойствах волн. Штриховкой и буквами обозначены области типичных
соотношений между толщиной пластины и волновым числом волны,
реализуемых в большинстве экспериментов.
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Рис. 5.10. Распределение областей реализуемых в эксперименте волновых чи-
сел при различной толщине образцов

Буквенные обозначения областей следующие.
А — дипольные магнитостатические волны в пластинах и стержнях

железоиттриевого граната толщиной в единицы и доли миллимет-
ра [42, 109–111, 114, 117, 145–148, 150, 257]. Возбуждение осуществ-
ляется проволочной антенной диаметром порядка долей миллиметра.
При этом возбуждаются сравнительно длинные волны (в сотни и ты-
сячи мкм) с волновым числом порядка 102 см−1. Далее такие волны
распространяются в условиях плавно возрастающего (или убывающего)
внутреннего поля образца, за счет чего длина волны уменьшается
и волновое число может достигать величины порядка 104 см−1.
В — дипольные магнитостатические волны в пленках железоиттри-

евого граната толщиной от 2 до 40 мкм [1–4, 42, 66]. Возбуждение, как
правило, осуществляется проволочными антеннами, диаметр проводни-
ка которых составляет более 10 мкм. Столь малая толщина проводника
используется для того, чтобы возбудить как можно более короткие
волны. При этом наименьшая достижимая длина волны составляет по-
рядка 100 мкм, что соответствует волновым числам не более 103 см−1.
Благодаря малой толщине пленок внутреннее поле в них довольно
однородно, так что рост волнового числа за счет неоднородности поля
не реализуется.
C — обменные магнитостатические волны в металлических пленках

толщиной от 0,5 до 2 мкм [42]. Возбуждение осуществляется одно-
родным СВЧ-полем (как правило, в резонаторе), причем возбуждают-
ся стоячие волны по толщине пленки. Обычно по толщине пленки
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укладывается от одной до нескольких десятков полуволн, что соот-
ветствует длинам волн в единицы и доли мкм, а волновым числам —
от 104 до 106 см−1.
D — дипольные магнитостатические волны в особо тонких металли-

ческих, ферритовых, галфеноловых и других пленках толщиной в де-
сятки и сотни нанометров (десятые и сотые доли мкм) [178–187, 199].
Возбуждение осуществляется ударным образом за счет воздействия
мощного импульса света от фемтосекундного лазера. Требуемый для
возбуждения магнитостатической волны перепад намагниченности про-
исходит за счет магнитоупругого взаимодействия при термическом рас-
ширении пленки под действием мощного импульса света или непосред-
ственно за счет света через обратный эффект Фарадея. Реализуемые на
сегодня длины волн составляют сотни и десятки нанометров, причем
стремятся к единицам нанометров, что соответствует волновым числам
от 103 до 106 см−1.
Е — обменные магнитостатические волны в ферритовых пленках

и объемных образцах, возбуждаемые параметрическим путем на часто-
те, равной половине (или целой величине) частоты накачки [42, 66].
Эти волны возбуждаются однородным СВЧ-полем, необходимым усло-
вием их возбуждения является лишь достаточная величина амплитуды
прецессии намагниченности, при которой раскрытие конуса прецессии
составляет единицы градусов. Эти волны имеют длину, как правило,
менее сотен и десятков нанометров, их волновое число составляет
от 104 до 107 см−1.
Из расположения областей реализуемых в эксперименте волн мож-

но видеть, что учет размагничивания поля волны необходим в случае
волн в толстых образцах (область А), и весьма полезен в случае тонких
металлических пленок (область С). В случае тонких пленок железо-
иттриевого граната (область В) такой учет полезен при достаточно
коротких волнах. В случае особо тонких металлических и ферритовых
пленок (область D) на уровне сегодняшней экспериментальной техники
размагничивание волны можно не принимать во внимание, однако учи-
тывая, что техника стремится к освоению как можно более коротких
волн, в недалеком будущем можно ожидать уверенного достижения
волновых чисел порядка 106 см−1 и более, когда роль размагничивания
станет достаточно важной.
Что же касается обменных волн, возбуждаемых параметрическим

путем (область Е), то здесь учет поля размагничивания становится
принципиально необходимым. Следует заметить, что, хотя на сегодня
такие волны возбуждаются лишь через посредство параметрики, что
не позволяет использовать их для обработки информации из-за стоха-
стичности процесса возбуждения, можно ожидать, что в недалеком бу-
дущем работы по особо тонким пленкам (область D), ориентированным
на когерентное возбуждение, продвинутся в область волновых чисел
более 106 см−1, когда учет поля размагничивания волны приобретает
достаточно большое значение.
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Выводы по главе 5

Данная глава посвящена рассмотрению дисперсионных свойства
магнитостатических волн, распространяющихся в касательно намаг-
ниченной ферритовой пластине (пленке), обладающей гиротропными
свойствами. Введено в рассмотрение размагничивающее поле распро-
страняющейся волны. Получено дисперсионное соотношение, выявлен
его комплексный характер. Приведены данные, касающиеся необходи-
мости учета размагничивания волны в реальных экспериментах.
Основные вопросы, освещаемые в настоящей главе, сводятся к сле-

дующему.
1. Рассмотрено влияние поля размагничивания на дисперсионные

свойства поверхностной волны Дэймона–Эшбаха. Выполнен краткий
обзора сегодняшнего состояния работ по исследованию магнитостати-
ческих волн применительно к устройствам обработки информации. От-
мечено недостаточное внимание к учету поля размагничивания распро-
страняющейся волны, особенно заметно проявляющегося для коротких
волн длиной в единицы нанометров.
2. В геометрии задачи Дэймона–Эшбаха предложена модель фор-

мирования поля размагничивания волны, распространяющейся в тон-
кой пластине, образованного сгущениями магнитных зарядов в обла-
стях гребней волны. Отмечено, что в случае, когда длина волны значи-
тельно превышает толщину пластины, поле размагничивания стремит-
ся к нулю. В случае, когда длина волны становится значительно мень-
ше толщины пластины, поле размагничивания, будучи нормированным
на намагниченность, стремится к единице. Для количественного опи-
сания поля размагничивания предложено представление амплитуды та-
кого поля в виде гиперболического тангенса, аргумент которого в точке
перегиба обращается в нуль. Критическое значение волнового числа
в этой точке равняется частному от деления числа π на толщину пла-
стины. Отмечено, что нормирующей величиной для гиперболического
тангенса является величина динамической намагниченности. В случае
поверхностной волны Дэймона–Эшбаха такая намагниченность пер-
пендикулярна направлению постоянного поля и в линейном режиме со-
ставляет не более 0,1 от полного значения намагниченности материала
пластины. Для отражения такой ситуации введен нормирующий коэф-
фициент поля размагничивания, составляющий от нуля (в отсутствие
размагничивания) до 0,1 (при максимуме поля в линейном режиме).
3. Рассмотрена зависимость поля размагничивания от волнового

числа. Показано, что с уменьшением толщины пластины значение волно-
вого числа, начиная с которого учет размагничивания поля волны стано-
вится необходимым, постепенно увеличивается. Отмечено, что при вол-
новых числах порядка 106 см−1 и более, чему посвящено значитель-
ное количество современных работ по магнитостатическим волнам,
учет размагничивающего поля волны является принципиально необхо-
димым.
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4. Получен тензор магнитной восприимчивости с учетом периоди-
ческого характера поля размагничивания распространяющейся волны.
В геометрии поверхностной волны Дэймона–Эшбаха получены компо-
ненты динамической намагниченности, выраженные через компоненты
действующего эффективного поля. Для потенциала поля распростра-
няющейся волны получено уравнение Уокера, учитывающее влияние
размагничивания. Главным отличием полученного уравнения от клас-
сического его варианта в задаче Дэймона–Эшбаха, является различие
коэффициентов при вторых производных по координатам, перпендику-
лярным постоянному полю, а также появление смешанной производной
второго порядка по этим координатам.
5. Выполнено решение уравнения Уокера методом разделения пере-

менных. Показано, что наличие в уравнении смешанной производной
приводит к комплексному виду компоненты волнового числа перпенди-
кулярной плоскости пластины. В случае поверхностной волны полное
решение для компоненты потенциала по этой координате представляет
собой произведение экспоненциально спадающего коэффициента на
периодический множитель синусоидального характера. Показано, что
полное распределение компоненты потенциала по координате, нормаль-
ной к плоскости пластины, описывается двумя комплексными волновы-
ми числами, имеющими разные знаки, но одинаковые по абсолютной
величине действительные и мнимые части. Из требования действи-
тельности той и другой частей получена критическая частота волны,
определяющая нижнюю границу области возможного существования
распространяющейся поверхностной волны.
6. Получена зависимость критической частоты от ненормирован-

ного параметра размагничивания, имеющая вид плавно возрастающей
кривой с легким выгибом вверх. Нижний край этой кривой прихо-
дятся на нижнюю границу спектра поверхностной волны Дэймона–
Эшбаха в свободной пластине, а верхний на верхнюю границу спектра
поверхностной волны в структуре феррит-металл. Отмечено, что в об-
ласти параметра размагничивания, соответствующей линейному режиму,
критическая частота, то есть нижняя граница реализуемого спектра по-
верхностной волны плавно возрастает. При значении параметра размаг-
ничивания около 0,2 критическая частота достигает верхней границы
спектра поверхностной волны Дэймона–Эшбаха.
7. Приведена полная формулировка задачи о распространении по-

верхностной волны типа Дэймона–Эшбаха в принятой геометрии с уче-
том поля размагничивания волны. При этом вне пластины потенци-
ал динамической намагниченности подчиняется уравнению Пуассона,
а внутри пластины — уравнению Уокера со смешанной производной.
Граничные условия представляют собой равенство касательных состав-
ляющих магнитной индукции и нормальных составляющих поля.
8. В результате решения граничной задачи получено дисперсионное

соотношение, по форме с точностью до обозначений подобное дис-
персионному соотношению в классической задаче Дэймона–Эшбаха.



5.14. Выводы по главе 5 279

Ввиду высокой сложности внутренней структуры входящих в дис-
персионное соотношение составляющих, выполнен анализ его правой
и левой частей по отдельности, в результате которого в каждой из
частей выделены действительная и мнимая части. Приведена поша-
говая схема машинного алгоритма численного расчета той и другой
частей. Сформированы полные выражения действительной и мнимой
частей дисперсионного соотношения в целом. Из равенства нулю дей-
ствительной и мнимой частей по отдельности получены два уравнения,
связывающие волновое число и частоту. Показано, что уравнение для
действительной части в отсутствие размагничивания переходит в клас-
сическое дисперсионное соотношение Дэймона–Эшбаха. Отмечено, что
уравнение для мнимой части в отсутствие размагничивания обраща-
ется в нуль, а при учете размагничивания составляет весьма малую
величину, стремящуюся к нулю.
9. На основе полученного дисперсионного соотношения для пленки

с толщиной в 10 мкм исследована дисперсия поверхностной волны
с учетом размагничивания. Показано, что учет размагничивания при-
водит к повышению частоты дисперсионной кривой в области высоких
значений волнового числа. Такое повышение становится заметным,
начиная с волнового числа, соответствующего перегибу гиперболиче-
ского тангенса параметра размагничивания. После перегиба повышение
стремится к постоянной величине, соответствующей максимальному
значению параметра размагничивания. Зависимость степени дефор-
мации или роста частоты дисперсионной кривой от нормирующего
коэффициента параметра размагничивания представляет собой плавно
возрастающую кривую, близкую к прямой линии. В виде качествен-
ной причины увеличения частоты волны высказано предположение об
увеличении эффективной жесткости системы, обусловленной допол-
нительным воздействием на вектор намагниченности кроме внешнего
поля также еще и поля размагничивания, стремящегося не допустить
отклонения вектора от равновесного положения.
10. Выполнено исследование характера деформации дисперсионной

кривой при изменении параметра размагничивания. Показано, что
с увеличением параметра размагничивания рост дисперсионной кривой
увеличивается, причем при величине параметра размагничивания бо-
лее 0,02 возрастание приобретает двухступенчатый характер. При этом
первая ступень, соответствует значениям волнового числа меньшим,
чем перегиб гиперболического тангенса и отражает дисперсию поверх-
ностной волны, обусловленную размагничивающим фактором пластины
в целом (аналогично ступени возрастания классической волны Дэй-
мона–Эшбаха). Вторая ступень имеет место при значениях волнового
числа, больших, чем перегиб гиперболического тангенса и отражает
влияние поля размагничивания самой волны. При увеличении парамет-
ра размагничивании первая ступень меняется мало, тогда как вторая
растет примерно пропорционально величине этого параметра.
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11. Исследована структура распределения динамической намагни-
ченности внутри пластины, определяемая комплексным характером
поперечного волнового числа. Показано, что действительная часть по-
перечного волнового числа зависит от продольного волнового числа
полностью линейно с угловым коэффициентом порядка единицы, при-
чем наклон соответствующей прямой линии от величины параметра
размагничивания практически не зависит. Мнимая часть того же вол-
нового числа при увеличении параметра размагничивания испытывает
подъем вверх, сначала медленный до значения продольного волнового
числа, соответствующего перегибу гиперболического тангенса, затем
более быстрый, но постепенно замедляющийся и стремящийся далее
к линейному. При увеличении параметра размагничивания наклон ли-
нейной асимптоты такой зависимости увеличивается. Отмеченный ход
зависимостей мнимой части поперечного волнового числа полностью
интерпретирован на основе структуры аналитического выражения за-
висимости такого числа от продольного волнового числа и параметра
размагничивания.
12. Исследована структура динамического потенциала внутри пла-

стины. Показано, что в результате произведения экспоненциальной
и синусоидальной составляющих поперечного волнового числа резуль-
тирующая структура потенциала приобретает спад более быстрый,
чем простой экспоненциальный, так что вблизи каждой из поверхно-
стей пластины потенциал образует провалы, имеющие апериодический
характер. Кратко отмечены особенности полученного распределения,
налагаемые невзаимностью распространения волны.
13. Применительно к использованию магнитостатических волн

в устройствах обработки информации рассмотрена степень влияния
поля размагничивания на дисперсию волн при различной толщине
пластины. На плоскости в координатах толщина пластины — волновое
число в двойном логарифмическом масштабе приведена зависимость
критического значения волнового числа, соответствующего перегибу
гиперболического тангенса параметра размагничивания, от толщины
пластины. Показано, что эта зависимость имеет вид прямой линии,
ниже которой размагничивание волны сказывается мало, а выше —
меняет дисперсию существенным образом. Рассмотрены различные
длины волн, применяемых в устройствах. В свете наиболее актуального
на сегодня диапазона длин волн порядка единиц нанометров, отмечена
необходимость учета размагничивания, начиная с волновых чисел
порядка 105 см−1, причем такой учет становится особенно актуальным
для волновых чисел порядка 106 см−1 и более.
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ВЛИЯНИЕ ОБМЕННОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
И ДИНАМИЧЕСКОГО РАЗМАГНИЧИВАНИЯ
НА ДИСПЕРСИЮ ПОВЕРХНОСТНОЙ ВОЛНЫ

ДЭЙМОНА–ЭШБАХА

Настоящая глава посвящена рассмотрению магнитостатических
волн, распространяющихся в касательно намагниченной ферритовой
пластине, обладающей гиротропными свойствами. Геометрия задачи
соответствует классической геометрии Дэймона–Эшбаха. Для просто-
ты рассмотрения диссипация не учитывается. Главное внимание уде-
лено влиянию неоднородного обменного взаимодействия, размагничи-
вающее поле учитывается лишь в качестве второстепенного фактора.
Выявлены характеристики поперечного волнового числа, отмечена его
решающая роль в формировании закона дисперсии. Получено диспер-
сионное соотношение с учетом обмена и размагничивания, отмечены
особенности квадратичного закона дисперсии, в том числе его откло-
нение от классики. Рассмотрены особые случаи дисперсии, в первую
очередь касающиеся значений волнового числа до пятого-седьмого
порядков в обратных сантиметрах, а также высоких частот вплоть до
терагерцового диапазона.
Основной ход изложения следует [32–34, 36], а необходимые до-

полнительные ссылки указываются в тексте.

6.1. Обоснование необходимости рассмотрения
влияния неоднородного обменного взаимодействия

на дисперсию магнитостатической волны

Важнейшей тенденцией сегодняшнего дня является стремление
к нанометровому масштабу размеров устройств обработки информации.
Для волн длиной в единицы нанометров существенными оказываются
не только сравнительно дальнодействующие дипольные силы, рассмот-
ренные в предыдущей главе, но и мощные силы неоднородного обмен-
ного взаимодействия, проявляющиеся на расстояниях менее 1 мкм.
Несмотря на значительные успехи в освоении таких волн [199–

205], теоретическое обоснование наблюдаемых явлений развито недо-
статочно, что, по-видимому, связано с высокой сложностью требуемого
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здесь математического аппарата. Так, в подавляющем большинстве
работ обменное взаимодействие учитывается лишь в виде квадратич-
ной по волновому числу добавке к эффективному магнитному полю,
а дипольное поле размагничивания вообще не учитывается.
Для некоторых видов геометрии распространение обменных волн

рассматривалось с помощью функций Грина [84, 88], однако исполь-
зуемый там аппарат крайне громоздок и для воспроизведения весьма
труден. Одновременный учет обменного взаимодействия и размагничи-
вания был выполнен только для безграничной среды [42, стр. 198–202],
в первую очередь применительно к нелинейным процессам парамет-
рического возбуждения спиновых волн [42, гл. 10, 66]. Некоторые
вопросы распространения дипольных волн, в том числе в неоднородных
полях и сложных структурах, а также в условиях ориентационных
переходов, рассмотрены в монографиях [1–4]. Однако учет обменного
взаимодействия там выполнен весьма поверхностно, а размагничивание
вообще не учитывалось.
В работе [31], явившейся главным предметом рассмотрения преды-

дущей главы, для случая поверхностной волны Дэймона–Эшбаха вы-
полнен подробный учет поля динамического размагничивания, для опи-
сания которого предложен параметр размагничивания, зависящий от
волнового числа. Получен тензор магнитной восприимчивости и урав-
нение Уокера, за счет размагничивания содержащее смешанную про-
изводную второго порядка. В результате решения граничной задачи
получено дисперсионное соотношение для поверхностной волны. Выяв-
лено повышение частоты и двухступенчатый характер дисперсионной
кривой в области высоких значений волнового числа. Исследована
структура динамического потенциала внутри пластины и показано, что
в результате размагничивания вблизи каждой из поверхностей пласти-
ны потенциал содержит провалы, имеющие апериодический характер.
Однако в этой работе влияние обменного взаимодействия не рас-

смотрено, что обеспечивает корректность полученных результатов
только для волн длиннее 0,1 мкм.
Настоящая глава является продолжением предыдущей, в том числе

работы [31], в первую очередь отличающимся введением в рассмот-
рение неоднородного обменного взаимодействия. Главное внимание
уделено волнам, имеющим волновое число более 104 см−1, то есть
длину волны короче 6 мкм, для которых обменное взаимодействие уже
должно сказываться заметным образом.
Как и в предыдущей главе и в работе [31], предлагаемый мате-

матический аппарат развит на основе классического аппарата Дэймо-
на–Эшбаха [114], в достаточных подробностях рассмотренного в ра-
ботах [1, стр. 50–76], [2, стр. 29–36], а также в гл. 2 настоящей
монографии. В основу описания обменного взаимодействия положена
трактовка, приведенная в работе [4, стр. 144–166].
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6.2. Общий характер влияния обменного
взаимодействия на распространение

магнитостатической волны

В предыдущей главе рассмотрено влияние динамического размаг-
ничивания на характер дисперсии магнитостатической волны. Было
отмечено, что с качественной стороны влияние размагничивания про-
является в стремлении размагничивающего поля уменьшить неодно-
родность распределения намагниченности, создаваемого распростра-
няющейся волной. С другой стороны, магнитная среда представляет
собой совокупность спинов, выстроенных в одном направлении за счет
обменного взаимодействия. При этом обменное взаимодействие также
стремится устранить неоднородное распределение спинов, вызванное
распространяющейся волной. То есть, как динамическое размагничи-
вание, так и неоднородное обменное взаимодействие работают в одну
сторону, а именно — стремятся уменьшить создаваемую волной неод-
нородность распределения намагниченности. Различие в действии этих
двух факторов состоит в том, что размагничивающее поле действует
на довольно больших расстояниях, тогда как обменное взаимодействие
проявляется на расстояниях, значительно меньших. Таким образом,
обмен влияет на дисперсию волны примерно таким же образом, как
и размагничивание, то есть смещает дисперсионную кривую в сторону
более длинных волн и более высоких частот, однако такое влияние
проявляется только для волн, значительно более коротких, чем те, для
которых заметно влияние размагничивания. В настоящей главе такая
качественная картина будет рассмотрена более подробно.

6.3. Эффективные поля магнитостатической волны

Геометрия задачи полностью аналогична приведенной в предыду-
щей главе, в том числе в работах [1, 2, 114], а также представленной
на рис. 2.1 и рис. 5.1, то есть плоскость Oyz декартовой системы
координат Oxyz совпадает с плоскостью пластины, а ось Ox ей пер-
пендикулярна. Волновой вектор k распространяющейся волны лежит
в плоскости Oyz.
Распространение магнитостатической волны в среде, обладающей

обменным взаимодействием, сопровождается полями двух видов.
Первое — магнитное поле, создаваемое в данной точке пространства

вектором намагниченности, расположенным в другой достаточно уда-
ленной точке того же пространства. Это поле имеет дипольное проис-
хождение, то есть описывает взаимодействие двух магнитных диполей
друг с другом и спадает в пространстве подобно полю магнитного
диполя. Такое поле называется «дипольным полем магнитостатической
волны».
Второе — «эффективное» поле, стремящееся ориентировать ло-

кализованный в пространстве вектор намагниченности параллельно
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вектору, локализованному в другой близлежащей точке пространства.
Это поле имеет обменную природу и спадает в пространстве подобно
полю обменного взаимодействия, то есть значительно более резко, чем
дипольное поле. Такое поле называется «обменным полем магнитоста-
тической волны».
Предположим, что действующее в магнитной среде поле имеет вид:

H = H0 + h + HM + HE . (6.1)

Слагаемые этого поля представляют собой:
постоянное подмагничивающее поле:

H0 = const; (6.2)

переменное магнитное поле:

h = h0 exp
[
i(ωt− kr)

]
; (6.3)

поле, создаваемое динамической намагниченностью при распростра-
нении в среде дипольной магнитостатической волны («размагничи-
вающее» поле дипольной магнитостатической волны [42, стр. 200,
форм. (7.11)], [4, стр. 144–147, форм. (7.17)]:

HM = −4πβ
k2

k(mk) = −4πβ
k2

k(m0k) exp
[
i(ωt− kr)

]
, (6.4)

где β — параметр размагничивания, введенный в работе [258,
форм. (21)].
Эффективное поле, создаваемое динамической намагниченностью

при распространении в среде обменной магнитостатической волны
(«обменное» поле обменной магнитостатической волны [42, стр. 199,
форм. (7.6)], [4, стр. 147–151, форм. (7.49)]:

HE = −qk2m = −qk2m0 exp
[
i(ωt− kr)

]
. (6.5)

Таким образом, полное поле имеет вид:

H = H0 + h − 4πβ
k2

k(mk) − qk2m, (6.6)

где последние три слагаемые содержат множитель вида exp
[
i(ωt −

− kr)
]
, который далее для краткости записи опускаем.

Выберем систему координат, ось Oz которой параллельна направ-
лению постоянного поля H0. При этом (6.6) принимает вид:

H = i
[
hx − 4πβ

k2
kx(mxkx +myky +mzkz) − qk2mx

]
+

+ j
[
hy − 4πβ

k2
ky(mxkx +myky +mzkz) − qk2my

]
+

+ k
[
H0 + hz − 4πβ

k2
kz(mxkx +myky +mzkz) − qk2mz

]
. (6.7)



6.4. Тензор восприимчивости с учетом размагничивания и обмена 285

Прежде всего обратимся к получению тензора магнитной восприим-
чивости на основе классического уравнения Ландау–Лифшица с уче-
том обоих упомянутых выше эффективных полей.

6.4. Тензор восприимчивости с учетом
размагничивания и обмена

Обратимся теперь к нахождению тензора восприимчивости с учетом
размагничивания и обмена.

6.4.1. Уравнения движения для компонент намагниченности

Уравнение движения для вектора намагниченности (Ландау–Лиф-
шица) позволяет, наряду со свободными, найти также вынужденные
колебания намагниченности, возбуждаемые внешним полем.
Будем искать решение этого уравнения в виде магнитостатической

волны, переменная намагниченность m которой имеет пространствен-
но-временную зависимость вида

m(r, t) = m0 exp
[
i(ωt− kr)

]
. (6.8)

Положим далее, что полная намагниченность имеет вид:

M = M0 + m = imx + jmy + k(M0 +mz), (6.9)

где M0 — постоянная намагниченность (намагниченность насыщения
среды), вектор которой в равновесном состоянии ориентирован вдоль
постоянного поля H0 (то есть вдоль оси Oz).
Уравнение движения для намагниченности (уравнение Ландау–

Лифшица) в отсутствие затухания имеет вид (2.1):

∂M

∂t
= −γ[M × H

]
. (6.10)

Записывая (6.10) по компонентам, получаем:

∂Mx

∂t
= −γ(MyHz −MzHy); (6.11)

∂My

∂t
= −γ(MzHx −MxHz); (6.12)

∂Mz

∂t
= −γ(MxHy −MyHx). (6.13)

Подставляя (6.8) и (6.9) в (6.11)–(6.13), получаем:

∂mx

∂t
= −γ

{
my

[
H0 + hz − 4πβ

k2
kz(mxkx +myky +mzkz) − qk2mz

]
−

−(M0 +mz)
[
hy − 4πβ

k2
ky(mxkx +myky +mzkz) − qk2my

]}
; (6.14)
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∂my

∂t
= −γ

{
(M0 +mz)

[
hx − 4πβ

k2
kx(mxkx +myky +mzkz) − qk2mx

]
−

−mx

[
H0 + hz − 4πβ

k2
kz(mxkx +myky +mzkz) − qk2mz

]}
; (6.15)

∂mz

∂t
= −γ

{
mx

[
− 4πβ

k2
ky(mxkx +myky +mzkz) − qk2my

]
−

−my

[
− 4πβ

k2
kx(mxkx +myky +mzkz) − qk2mx

]}
. (6.16)

6.4.2. Линеаризация уравнений движения

Выполним линеаризацию уравнений (6.14)–(6.16), для чего предпо-
ложим, что: mx,y �M0 ∼H0, hx,yz �H0, а также mz ≈ 0. В результате
получаем:

∂mx

∂t
= −γ

{
myH0−M0

[
hy − 4πβ

k2
ky(mxkx +myky)−qk2my

]}
; (6.17)

∂my

∂t
= −γ

{
M0

[
hx− 4πβ

k2
kx(mxkx +myky)−qk2mx

]
−mxH0

}
. (6.18)

Обе стороны этих выражений имеют координатно-временную зависи-
мость вида exp(iωt− kr).
Выполняя дифференцирование по времени, разделяя обе части на

этот множитель и опуская индекс «0» у амплитуд компонент намагни-
ченности и переменного поля, получаем:

iωmx = −γ
{
myH0−M0

[
hy − 4πβ

k2
ky(mxkx +myky)−qk2my

]}
; (6.19)

iωmy = −γ
{
M0

[
hx− 4πβ

k2
kx(mxkx +myky)−qk2mx

]
−mxH0

}
. (6.20)

Эти уравнения c точностью до параметра β совпадают с приведенными
в [4, стр. 158, форм. (7.102)–(7.103)].
Будем исходить из уравнений (6.19) и (6.20), в которых временно

положим β = 1, раскроем скобки, приведем подобные члены и запишем
слагаемые в порядке следования индексов:(

iω + 4πγM0

k2
kxky

)
mx +

(
γH0 + γM0qk

2 + 4πγM0

k2
k2y

)
my = γM0hy

(6.21)(
γH0 + γM0qk

2 + 4πγM0

k2
k2x

)
mx −

(
iω − 4πγM0

k2
kxky

)
my = γM0hx.

(6.22)
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Введем обозначения для нормированных частот (2.26), (2.27):

Ω = ω

4πγM0
; (6.23)

ΩH = H0
4πM0

, (6.24)

а также для нормированной константы обменного взаимодействия:

Q = q

4π
. (6.25)

Разделяя (6.21), (6.22) на 4πγM0 и используя обозначения (6.23)–
(6.25), получаем:

(iΩ + kxky)mx +
(

ΩH +Qk2 +
k2y

k2

)
my = 1

4π
hy; (6.26)(

ΩH +Qk2 + k2x

k2

)
mx − (iΩ − kxky)my = 1

4π
hx. (6.27)

Уравнения (6.26)–(6.27) представляют собой систему, связывающую
компоненты динамической намагниченности mx и my с параметрами
среды, распространяющейся волны и компонентами переменного поля.
Определитель этой системы равен:

= Ω2 − (ΩH +Qk2)
(

ΩH +Qk2 +
k2x + k2y

k2

)
. (6.28)

Решая систему (6.26)–(6.27), находим амплитуды компонент намагни-
ченности:

mx = − 1
4πD0

{(
ΩH +Qk2 +

k2y

k2

)
hx +

(
iΩ − kxky

k2

)
hy

}
; (6.29)

my = 1
4πD0

{(
iΩ +

kxky

k2

)
hx −

(
ΩH +Qk2 + k2x

k2

)
hy

}
, (6.30)

где D0 определяется выражением (6.28).
При этом обе части полученных равенств имеют пространственно-

временную зависимость вида exp
[
i(ωt− kr)

]
.

6.4.3. Тензор динамической восприимчивости

Формально можно ввести динамическую восприимчивость
↔
χe, та-

кую, что выражения (6.29)–(6.30) допускают запись в виде:

m =
↔
χeh, (6.31)
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или:

(6.32)

где тензор восприимчивости имеет вид:

(6.33)

причем D0 определяется выражением (6.28).
Меняя порядок следования слагаемых внутри D0, с соответству-

ющим изменением знака перед дробью, получаем компоненты этого
тензора в виде:

χe11 = 1
4π

ΩH +Qk2 +
k2y

k2

(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 +

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

; (6.34)

χe12 = 1
4π

iΩ − kxky

k2

(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 +

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

; (6.35)

χe21 = − 1
4π

iΩ +
kxky

k2

(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 +

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

; (6.36)

χe22 = 1
4π

ΩH +Qk2 +
k2x

k2

(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 +

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

. (6.37)

Можно видеть, что с точностью до обозначений эти формулы сов-
падают с полученными ранее в [4, стр. 160, форм. (7.117)–(7.120)].
При заданных компонентах волнового вектора компоненты

тензора имеют резонансную расходимость на частоте [4, стр. 160,
форм. (7.121)]:

Ω =

√
(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 +

k2x + k2y

k2

)
. (6.38)

Справедливо и обратное положение, то есть задание частоты наклады-
вает ограничения на резонансные компоненты волнового вектора.
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Введем обозначения:

κ1 =
ΩH +Qk2 +

k2y

k2

(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 +

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

; (6.39)

κ2 =
ΩH +Qk2 +

k2x

k2

(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 +

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

; (6.40)

ν1 =
iΩ − kxky

k2

(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 +

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

; (6.41)

ν2 =
iΩ +

kxky

k2

(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 +

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

. (6.42)

С этими обозначениями уравнения (6.29)-(6.30) после умножения
на 4π принимают вид:

4πmx = κ1hx + ν1hy; (6.43)

4πmy = −ν2hx + κ2hy. (6.44)

Аналогично подобным выражениям (75)–(77) в работе [31], здесь
можно ввести в рассмотрение нормированный параметр размагничи-
вания β, определяемый в той же работе формулой (21), а здесь
в разд. 5.3.4 формулой (5.21):

β =
αp

2

{
th

[
d

(
k − π

d

)]
+ 1
}
, (6.45)

где αp — нормировочный коэффициент, учитывающий малость откло-
нения вектора намагниченности от своего равновесного положения,
удовлетворяющий условию:

0 � αp � 0,1. (6.46)

С учетом параметра размагничивания β выражения (6.39)–(6.42)
принимают вид:

κ1 =
ΩH +Qk2 + β

k2y

k2

(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 + β

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

; (6.47)
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κ2 =
ΩH +Qk2 + β

k2x

k2

(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 + β

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

; (6.48)

ν1 =
iΩ − β

kxky

k2

(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 + β

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

; (6.49)

ν2 =
iΩ + β

kxky

k2

(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 + β

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

. (6.50)

Таким образом, тензор восприимчивости (6.33) принимает вид:

(6.51)

где компоненты κ1, κ2, ν1, ν2 определяются формулами (6.47)–(6.50).
Резонансная частота (6.38) при этом имеет вид:

Ω =

√
(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 + β

k2x + k2y

k2

)
, (6.52)

где β определяется формулой (6.45).

Замечание. Из структуры формул (6.49) и (6.50) можно видеть,
что компоненты этого тензора относительно главной диагонали, по
частоте Ω являются антисимметричными, а по компонентам волнового
числа в сочетании с размагничиванием βkxky/k

2 — симметричными.
Формула (6.51) по структуре полностью аналогична формуле (5.56),
приведенной в разд. 5.4, так что к ней полностью относится замечание,
приведенное в том же разделе после формулы (5.56). Отличие здесь
состоит в конкретном виде выражений κ1, κ2, ν1, ν2, определяемых фор-
мулами (6.47)–(6.50), отличающихся от подобных формул (5.50)–(5.53)
учетом обменного взаимодействия.

6.5. Уравнение Уокера для обменных волн

Будем исходить из уравнений магнитостатики, для переменных
составляющих поля h, индукции b и намагниченности m, имеющих
вид [1, стр. 47, форм. (2.80)–(2.82)]:

roth = 0; (6.53)
div b = 0, (6.54)

где:
b = h + 4πm. (6.55)
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Из уравнения (6.53) следует возможность введения потенциала ψ пе-
ременного поля h:

h = gradψ =
{
∂ψ

∂x
,
∂ψ

∂y
,
∂ψ

∂z

}
, (6.56)

то есть:

hx = ∂ψ

∂x
; (6.57)

hy = ∂ψ

∂y
; (6.58)

hz = ∂ψ

∂z
. (6.59)

При этом уравнение (6.54) принимает вид:

div(gradψ + 4πm) = 0, (6.60)

или:
Δψ + 4πdivm = 0. (6.61)

Здесь:

Δψ = ∂2ψ

∂x2
+ ∂2ψ

∂y2
+ ∂2ψ

∂z2
; (6.62)

div m = ∂mx

∂x
+
∂my

∂y
+ ∂mz

∂z
. (6.63)

Согласно (6.43), (6.44) имеем:

4πmx = κ1hx + ν1hy; (6.64)

4πmy = −ν2hx + κ2hy, (6.65)

где κ1, κ2, ν1, ν2 определяются формулами (6.39)–(6.42) или с учетом
размагничивания — формулами (6.47)–(6.50).
Дифференцируя (6.64) и (6.65), получаем:

4π
∂mx

∂x
= κ1

∂hx

∂x
+ ν1

∂hy

∂x
; (6.66)

4π
∂my

∂y
= −ν2 ∂hx

∂y
+ κ2

∂hy

∂y
. (6.67)

Подставляя (6.66)–(6.67) в (6.63), получаем:

4πdiv m = κ1
∂hx

∂x
+ ν1

∂hy

∂x
− ν2

∂hx

∂y
+ κ2

∂hy

∂y
+ ∂mz

∂z
. (6.68)

С помощью (6.57)–(6.59), получаем:

4πdivm = κ1
∂2ψ

∂x2
+ ν1

∂2ψ

∂x∂y
− ν2

∂2ψ

∂y∂x
+ κ2

∂2ψ

∂y2
+ ∂2ψ

∂z2
. (6.69)
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Подставляя (6.62), (6.69) в (6.61) и приводя подобные члены, получаем:

(1+ κ1)
∂2ψ

∂x2
+ (1+ κ2)

∂2ψ

∂y2
+ (ν1 − ν2)

∂2ψ

∂x∂y
+ ∂2ψ

∂z2
= 0. (6.70)

Это — уравнение Уокера для обменных волн.
Введем обозначения:

μ1 = 1+ κ1; (6.71)
μ2 = 1+ κ2; (6.72)
ν = ν1 − ν2. (6.73)

С этими обозначениями уравнение Уокера (6.70) принимает вид:

μ1
∂2ψ

∂x2
+ μ2

∂2ψ

∂y2
+ ν

∂2ψ

∂x∂y
+ ∂2ψ

∂z2
= 0. (6.74)

Можно видеть, что по форме это уравнение отличается от тра-
диционного уравнения Уокера слагаемым со смешанной производной.
При этом параметры μ1,2 и ν учитывают специфику, налагаемую учетом
обменного взаимодействия и размагничивания.
Учет (6.47)–(6.50) позволяет записать выражения (6.71)–(6.73)

в более подробном виде:

μ1 = 1+
ΩH +Qk2 + β

k2y

k2

(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 + β

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

; (6.75)

μ2 = 1+
ΩH +Qk2 + β

k2x

k2

(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 + β

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

; (6.76)

ν =
−2β kxky

k2

(ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 + β

k2x + k2y

k2

)
− Ω2

. (6.77)

Можно видеть, что учет обменного взаимодействия приводит к квад-
ратичной зависимости коэффициентов уравнения Уокера от волнового
числа.

6.5.1. Решение уравнения Уокера

Итак, уравнение Уокера имеет вид (6.74):

μ1
∂2ψ

∂x2
+ μ2

∂2ψ

∂y2
+ ν

∂2ψ

∂x∂y
+ ∂2ψ

∂z2
= 0. (6.78)
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Решим его методом разделения переменных, пользуясь приемом, пред-
ложенным в работе [4, стр. 73–75, стр. 357–360], а также приведенным
здесь в разд. 2.8.1.
Для дальнейшего рассмотрения предположим, что волна распро-

страняется вдоль оси Oy (более конкретно это отмечено в следующей
далее формуле (6.107)). В этом случае для решения уравнения (6.78)
можно воспользоваться приемом, рассмотренным в разд. 2.8. Но сна-
чала выделим часть, зависящую только от координаты z.
Итак, положим решение в виде:

ψ(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z). (6.79)

Подставим (6.79) в уравнение (6.74) и разделим на XY Z:

μ1
X ′′

X
+ μ2

Y ′′

Y
+ ν

X ′Y ′

XY
+ Z′′

Z
= 0. (6.80)

Отделим часть, зависящую только от Z и введем постоянную раз-
деления λ2:

μ1
X ′′

X
+ μ2

Y ′′

Y
+ ν

X ′Y ′

XY
= −Z′′

Z
= λ2. (6.81)

Получаем уравнение для Z:

Z ′′ + λ2Z = 0. (6.82)

Решение этого уравнения имеет вид:

Z = Geiλz +He−iλz. (6.83)

Из (6.81) выделим уравнение для X и Y :

μ1
X ′′

X
+ μ2

Y ′′

Y
+ ν

X ′Y ′

XY
− λ2 = 0. (6.84)

Это уравнение содержит только две переменные x и y, а также про-
изведение производных первого порядка от функций X и Y по этим
переменным. Переменные не разделены, однако можно видеть, что
произведение производных первого порядка получено из смешанной
производной, присутствующей в качестве третьего слагаемого в урав-
нении (6.78). При этом, как положено выше, волна распространяется
точно вдоль оси Oy. Так что теперь наступает очередь воспользоваться
приемом решения уравнений со смешанной производной, приведенным
в разд. 2.8.
Итак, предположим, что Y имеет вид:

Y = e−iξy. (6.85)

При ξ > 0 это решение соответствует волне, распространяющейся в по-
ложительном направлении оси Oy.
Подставляя (6.85) в (6.84) и умножая на XY , получаем уравнение

для X:
μ1X

′′ − iνξX ′ − (λ2 + μ2ξ
2)X = 0. (6.86)
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Будем искать решение в виде:

X = eηx. (6.87)

Подставляя (6.87) в (6.86), разделяя на X и приводя подобные члены,
получаем уравнение для η:

μ1η
2 − iνξη − (λ2 + μ2ξ

2) = 0. (6.88)

Это уравнение относительно η — квадратное, его решение имеет вид:

η(1,2) =
iνξ ±

√
−ν2ξ2 + 4μ1(λ2 + μ2ξ

2)

2μ1
. (6.89)

Представим его в виде:
η(1,2) = η1 ± η2, (6.90)

где:

η1 = i
νξ

2μ1
; (6.91)

η2 =

√
4μ1λ2 + (4μ1μ2 − ν2)ξ2

2μ1
. (6.92)

Заменяем постоянные разделения λ и ξ обозначениями волновых чисел:

λ→ kz; (6.93)
ξ → ky, (6.94)

где полагаем kz � 0, ky � 0.
При этих обозначениях (6.91) и (6.92) принимают вид:

η1 = i
νky

2μ1
; (6.95)

η2 =

√
4μ1k2z + (4μ1μ2 − ν2)k2y

2μ1
. (6.96)

Таким образом, решение для X принимает вид:

X = Ae(η1+η2)x +Be(η1−η2)x, (6.97)

то есть вдоль оси Ox возможны два волновых числа η1 + η2 и η1 − η2.
Введем обозначения:

k(+)
x = η1 + η2; (6.98)

k(−)
x = η1 − η2. (6.99)

С этими обозначениями решение (6.97) принимает вид:

X = Aek(+)
x x +Bek(−)

x x. (6.100)
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При этом, согласно (6.98) и (6.99), получаем:

η1 = 1
2

(
k(+)

x + k(−)
x

)
; (6.101)

η2 = 1
2

(
k(+)

x − k(−)
x

)
. (6.102)

Таким образом, с учетом (6.100), (6.85) и (6.86), полное решение
уравнения Уокера (6.78) принимает вид:

ψ = XY Z, (6.103)

где:

X = Aek(+)
x x +Bek(−)

x x; (6.104)

Y = e−ikyy; (6.105)

Z = Geikzz +He−ikzz, (6.106)

причем kz � 0, ky � 0, а k
(+)
x и k

(−)
x определяются соотношения-

ми (6.98) и (6.99) через (6.95) и (6.96).
Для дальнейшего рассмотрения ограничимся случаем распростра-

нения волны точно вдоль оси Oy, то есть положим

kz = 0. (6.107)

При этом остаются только две компоненты волнового числа kx и ky,
из которых первая ориентирована перпендикулярно направлению рас-
пространения волны (то есть оси Oy), а вторая — параллельно. В со-
ответствии с этим для простоты терминологии будем называть kx
поперечным волновым числом, а ky — продольным волновым числом.

При этом поперечное волновое число будет иметь два значения k(+)
x

и k(−)
x , соответствующие двум взаимно противоположным направлени-

ям распространения поперечной компоненты волны.
Таким образом, с учетом (6.107), выражения (6.95) и (6.96) прини-

мают вид:

η1 = i
ν

2μ1
ky; (6.108)

η2 =

√
4μ1μ2 − ν2

2μ1
ky. (6.109)

то есть, согласно (6.98)–(6.99) получаем:

k(+)
x =

⎛
⎝i ν
2μ1

+

√
4μ1μ2 − ν2

2μ1

⎞
⎠ ky; (6.110)

k(−)
x =

⎛
⎝i ν
2μ1

−
√
4μ1μ2 − ν2

2μ1

⎞
⎠ ky. (6.111)

Здесь параметры μ1, μ2, ν имеют вид (6.75)–(6.77).
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6.5.2. Упрощение коэффициентов уравнения Уокера

Для дальнейшего рассмотрении удобно выполнить некоторые пре-
образования коэффициентов уравнения Уокера, чтобы привести их
к виду, допускающему простой по форме предельный переход к случа-
ям отсутствия как размагничивания, так и обмена.
В выражениях (6.75)–(6.77) поменяем местами слагаемые в знаме-

нателях и соответственно изменим знаки перед дробями. В результате
таких преобразований эти выражения принимают вид:

μ1 = 1−
ΩH +Qk2 + β

k2y

k2

Ω2 − (ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 + β

k2x + k2y

k2

) ; (6.112)

μ2 = 1−
ΩH +Qk2 + β

k2x

k2

Ω2 − (ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 + β

k2x + k2y

k2

) ; (6.113)

ν =
2β

kxky

k2

Ω2 − (ΩH +Qk2)

(
ΩH +Qk2 + β

k2x + k2y

k2

) . (6.114)

Поскольку рассматривается случай распространения волны вдоль
оси Oy, то есть в соответствии с (6.107) kz = 0, то получаем:

k2 = k2x + k2y. (6.115)

Подставляя (6.115) в (6.112)–(6.114), получаем:

μ1 = 1−
ΩH +Q(k2x + k2y) + β

k2y

k2x + k2y

Ω2 − [ΩH +Q(k2x + k2y)
][

ΩH +Q(k2x + k2y) + β
] ; (6.116)

μ2 = 1−
ΩH +Q(k2x + k2y) + β

k2x

k2x + k2y

Ω2 − [ΩH +Q(k2x + k2y)
][

ΩH +Q(k2x + k2y) + β
] ; (6.117)

ν =
2β

kxky

k2x + k2y

Ω2 − [ΩH +Q(k2x + k2y)
][

ΩH +Q(k2x + k2y) + β
] . (6.118)

Введем обозначение:

ΩHk = ΩH +Q(k2x + k2y). (6.119)
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С этим обозначением (6.116)–(6.118) принимают вид:

μ1 = 1−
ΩHk + β

k2y

k2x + k2y

Ω2 − ΩHk(ΩHk + β)
; (6.120)

μ2 = 1−
ΩHk + β

k2x

k2x + k2y

Ω2 − ΩHk(ΩHk + β)
; (6.121)

ν =
2β

kxky

k2x + k2y

Ω2 − ΩHk(ΩHk + β)
. (6.122)

Выполняя в (6.120), (6.121) сложение, получаем:

μ1 =
Ω2 − ΩHk(ΩHk + β + 1) − β

k2y

k2x + k2y

Ω2 − ΩHk(ΩHk + β)
; (6.123)

μ2 =
Ω2 − ΩHk(ΩHk + β + 1) − β

k2x

k2x + k2y

Ω2 − ΩHk(ΩHk + β)
; (6.124)

ν =
2β

kxky

k2x + k2y

Ω2 − ΩHk(ΩHk + β)
, (6.125)

где ΩHk определяется формулой (6.119).
Введем два вспомогательных обозначения:

Ω20k = Ω2 − ΩHk(ΩHk + β); (6.126)

Ω21k = Ω2 − ΩHk(ΩHk + β + 1). (6.127)

С этими обозначениями запись формул (6.123)–(6.125) значительно
упрощается:

μ1 =
Ω21k − β

k2y

k2x + k2y

Ω20k
; (6.128)

μ2 =
Ω21k − β

k2x

k2x + k2y

Ω20k
; (6.129)

ν =
2β

kxky

k2x + k2y

Ω20k
. (6.130)
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Приведем также записанные в принятых обозначениях полезные
для дальнейшего рассмотрения выражения для компонент тензора вос-
приимчивости ν1 и ν2, определяемые формулами (6.49) и (6.50):

ν1 =
−iΩ + β

kxky

k2x + k2y

Ω20k
; (6.131)

ν2 =
−iΩ − β

kxky

k2x + k2y

Ω20k
. (6.132)

Можно видеть, что в отсутствие обмена, то есть при Q = 0, из
формулы (6.119) следует:

ΩHk → ΩH , (6.133)

а формулы (6.128)–(6.130) при учете обозначений (5.117), (5.118),
а также (6.119), (6.126) и (6.127), переходят в формулы (5.119)–(5.121)
разд. 5.5.1 предыдущей главы. Также можно убедиться, что в отсут-
ствие обмена формулы (6.131) и (6.132) с учетом тех же обозначений
соответствуют формулам (5.52) и (5.53) той же главы.

6.6. Двойственный характер поперечного
волнового числа

Можно видеть, что во все параметры (6.126)–(6.132) входит по-
перечное волновое число kx, которое, согласно (6.98) и (6.99), име-
ет два вида, обозначенные верхними индексами (+) и (–). То есть
и (6.126)–(6.132), а также (6.119) должны иметь два вида, соответству-
ющие этим индексам. Таким образом, вместо одного выражения (6.119)
получаем два:

Ω(+)
Hk = ΩH +Q

[(
k(+)

x

)2 + k2y

]
, (6.134)

а также:
Ω(−)

Hk = ΩH +Q
[(
k(−)

x

)2 + k2y

]
. (6.135)

Аналогично вместо (6.126)–(6.127) получаем:(
Ω(+)
0k

)2 = Ω2 − Ω(+)
Hk

(
Ω(+)

Hk + β
)
; (6.136)(

Ω(+)
1k

)2 = Ω2 − Ω(+)
Hk

(
Ω(+)

Hk + β + 1
)
, (6.137)

а также: (
Ω(−)
0k

)2 = Ω2 − Ω(−)
Hk

(
Ω(−)

Hk + β
)
; (6.138)(

Ω(−)
1k

)2 = Ω2 − Ω(−)
Hk

(
Ω(−)

Hk + β + 1
)
. (6.139)
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При этом вместо трех выражений (6.128)–(6.130) получаем шесть:

μ
(+)
1 =

(
Ω

(+)
1k

)2 − β
k2y(

k
(+)
x
)2

+ k2y(
Ω

(+)
0k

)2 ; (6.140)

μ
(+)
2 =

(
Ω(+)
1k

)2 − β

(
k
(+)
x
)2(

k
(+)
x
)2

+ k2y(
Ω(+)
0k

)2 ; (6.141)

ν(+) =
2β

k
(+)
x ky(

k
(+)
x
)2

+ k2y(
Ω

(+)
0k

)2 , (6.142)

а также:

μ
(−)
1 =

(
Ω(−)
1k

)2 − β
k2y(

k
(−)
x
)2

+ k2y(
Ω(−)
0k

)2 ; (6.143)

μ
(−)
2 =

(
Ω(−)
1k

)2 − β

(
k
(−)
x
)2(

k
(−)
x
)2

+ k2y(
Ω(−)
0k

)2 ; (6.144)

ν(−) =
2β

k
(−)
x ky(

k
(−)
x
)2

+ k2y(
Ω(−)
0k

)2 . (6.145)

Аналогично для ν(±)
1,2 вместо (6.49)–(6.50) получаем:

ν
(+)
1 =

−iΩ + β
k
(+)
x ky(

k
(+)
x
)2

+ k2y(
Ω(+)
0k

)2 ; (6.146)

ν
(+)
2 =

−iΩ − β
k
(+)
x ky(

k
(+)
x
)2

+ k2y(
Ω(+)
0k

)2 , (6.147)

а также:

ν
(−)
1 =

−iΩ + β
k
(−)
x ky(

k
(−)
x
)2

+ k2y(
Ω(−)
0k

)2 ; (6.148)

ν
(−)
2 =

−iΩ − β
k
(−)
x ky(

k
(−)
x
)2

+ k2y(
Ω(−)
0k

)2 . (6.149)
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Соответственно выражения (6.109) и (6.110) принимают вид:

k(+)
x =

⎛
⎝i ν(+)

2μ(+)
1

+

√
4μ(+)
1 μ(+)

2 − (ν(+)
)2

2μ(+)
1

⎞
⎠ ky, (6.150)

а также:

k(−)
x =

⎛
⎝i ν(−)

2μ(−)
1

−
√
4μ(−)
1 μ

(−)
2 − (ν(−)

)2
2μ(−)
1

⎞
⎠ ky, (6.151)

где μ(±)
1,2 и ν

(±) определяются формулами (6.140)–(6.145).

6.7. Действительная и мнимая части поперечного
волнового числа в отсутствие обмена

В предыдущем разделе с учетом двойственности получены два вы-
ражения (6.150) и (6.151) для поперечных волновых чисел k(+)

x и k(−)
x ,

где μ
(±)
1,2 и ν(±) определяются формулами (6.140)–(6.145), которые

содержат в своем составе те же волновые числа k(+)
x и k(−)

x .
Таким образом, выражения (6.150) и (6.151) можно рассматривать

как уравнения для определения k(+)
x и k(−)

x . Рассмотрим их по отдель-
ности.
Обратимся сначала к более простому случаю, когда обменное взаи-

модействие отсутствует, так что поперечное волновое число определя-
ется только размагничиванием. При этом в основном будем следовать
работе [31], однако выполним преобразования более простым путем.
Без учета обмена формулы (6.126)–(6.130) принимают вид (везде

опущен индекс «k»):

Ω20 = Ω2 − ΩH(ΩH + β); (6.152)

Ω21 = Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1), (6.153)

так что вид формул (6.123)–(6.125) значительно упрощается:

μ1 =
Ω21 − β

k2y

k2x + k2y

Ω20
; (6.154)

μ2 =
Ω21 − β

k2x

k2x + k2y

Ω20
; (6.155)

ν =
2β

kxky

k2x + k2y

Ω20
. (6.156)
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Рассмотрим сначала уравнение для k
(+)
x вида (6.150). Раскроем

скобки, умножим обе части на 2μ(+)
1 /ky и перенесем первое слагаемое

в левую часть. Для упрощения формы записи индекс (+) пока опустим.
В результате получаем:

2μ1kx

ky
− iν = −

√
4μ1μ2 − ν2 . (6.157)

Возведем обе части в квадрат, раскроем скобки, умножим обе части
на k2y и разделим на 4μ1. В результате получим уравнение для kx вида:

μ1k
2
x − iνkxky − μ2k

2
y = 0. (6.158)

Здесь параметры μ1, μ2, ν определяются формулами (6.154)–(6.156),
содержащими k(+)

x . Подставляя эти формулы, умножая на Ω20 и приводя
подобные члены, получаем уравнение:

Ω21k
4
x − i2βk2yk

2
x − Ω21k

4
y = 0, (6.159)

где Ω21 определяется формулой (6.153).
Решая это уравнение относительно квадрата kx, получаем:

(
k(+)

x

)2 =
iβ ±

√
Ω41 − β2

Ω21
k2y. (6.160)

Переход к классической задаче Дэймона–Эшбаха соответствует β → 0.
При этом должно выполняться соотношение:

k(+)
x = ±ky, (6.161)

следующее из формулы (2.160) с учетом того, что там X → eikxx

(формула (2.162)), а здесь X → ek(+)
x x (формула (6.104)), в силу чего

мнимая единица в формуле (2.160) здесь переходит в действительную
единицу.
Из формулы (6.161) видно, что для перехода к задаче Дэймона–

Эшбаха (то есть при β → 0) должно быть:(
k(+)

x

)2 → k2y, (6.162)

откуда видно, что перед корнем в выражении (6.160) должен быть знак
плюс.
Таким образом, выражение (6.161) принимает вид:

(
k(+)

x

)2 =
iβ +

√
Ω41 − β2

Ω21
k2y, (6.163)
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откуда находим k(+)
x

k(+)
x = ±

√√√√ iβ +
√

Ω41 − β2

Ω21
ky. (6.164)

Рассмотрим теперь уравнение для k(−)
x вида (6.151). Подобно преды-

дущему случаю, раскроем скобки, умножим обе части на 2μ(−)
1 /ky и пе-

ренесем первое слагаемое в левую часть. Для упрощения формы записи
индекс (–) также опустим. В результате получаем:

2μ1kx

ky
− iν = −

√
4μ1μ2 − ν2 . (6.165)

Возведем обе части в квадрат, раскроем скобки, умножим обе части
на k2y и разделим на 4μ1. В результате получим уравнение для kx:

μ1k
2
x − iνkxky − μ2k

2
y = 0. (6.166)

Это уравнение по форме полностью совпадает с аналогичным урав-
нением (6.158), полученным для k(+)

x . При этом параметры μ1, μ2, ν
определяются формулами (6.154)–(6.156), содержащими k(−)

x . Подстав-
ляя эти формулы, умножая на Ω20 и приводя подобные члены, получаем
уравнение:

Ω21k
4
x − i2βk2yk

2
x − Ω21k

4
y = 0. (6.167)

Это уравнение по форме также полностью совпадает с уравнени-
ем (6.159), однако здесь под kx подразумевается k

(−)
x . Решая это урав-

нение относительно квадрата kx и учитывая, что при β → 0 знак перед
получающимся корнем должен быть положительным, подобно (6.164),
получаем:

k(−)
x = ±

√√√√ iβ +
√

Ω41 − β2

Ω21
ky. (6.168)

Поскольку выражения (6.164) и (6.168) не отличаются ничем, кроме
знака перед внешним корнем, то естественно полагать, что один из
этих знаков соответствует k(+)

x , а другой соответствует k(−)
x . Поскольку

относительно уравнений (6.164) и (6.168) оба знака эквивалентны,
то это означает, что их можно распределить произвольно. Исходя из
соответствия между знаками и индексами, выберем следующие знаки:

k(+)
x = +

√√√√ iβ +
√

Ω41 − β2

Ω21
ky; (6.169)

k(−)
x = −

√√√√ iβ +
√

Ω41 − β2

Ω21
ky. (6.170)
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При этом, исходя из (6.101) и (6.102), получаем:

η1 = 0; (6.171)

η2 =

√√√√ iβ +
√

Ω41 − β2

Ω21
ky. (6.172)

Можно видеть, что при β → 0 параметр η1 остается равным нулю,
а параметр η2 становится равным ky, то есть выполняется равен-
ство kx = ky, как и в классической задаче Дэймона–Эшбаха при kz = 0
(формула (2.160) с учетом замечания относительно формулы (6.161)).
В выражениях (6.169) и (6.170) под корнем выделим действитель-

ную и мнимую части:

k(+)
x = +

√√√√√Ω41 − β2

Ω21
+ i

β

Ω21
ky; (6.173)

k(−)
x = −

√√√√√Ω41 − β2

Ω21
+ i

β

Ω21
ky. (6.174)

Введем обозначения:

a =

√
Ω41 − β2

Ω21
; (6.175)

b = β

Ω21
. (6.176)

С этими обозначениями (6.173) и (6.174) принимают вид:

k(+)
x = +

√
a+ ib ky; (6.177)

k(−)
x = −√

a+ ib ky. (6.178)

Для вычисления квадратного корня воспользуемся формулой [227,
стр. 19, форм. 58.1]:

√
a+ ib = ±

(√√
a2 + b2 + a

2
+ i

√√
a2 + b2 − a

2

)
. (6.179)

Пользуясь этой формулой и оставляя знак плюс, получаем:

√
a+ ib = 1√

2

⎧⎪⎨
⎪⎩
√√√√
1+

√
1−
(
β

Ω21

)2
+ i

√√√√
1−
√
1−
(
β

Ω21

)2 ⎫⎪⎬
⎪⎭. (6.180)
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Введем обозначения:

kd = 1√
2

√√√√
1+

√
1−
(
β

Ω21

)2
ky; (6.181)

km = 1√
2

√√√√
1−
√
1−
(
β

Ω21

)2
ky, (6.182)

где Ω21 определяется формулой (6.153). Можно видеть, что эти формулы
совпадают с полученными в работе [31] формулами (150), (151), однако
здесь они имеют вид значительно более компактный.
С обозначениями (6.181), (6.182) формулы (6.169)-(6.170) принима-

ют вид:

k(+)
x = kd + ikm; (6.183)

k(−)
x = −kd − ikmk

(−)
x = −kd − ikm. (6.184)

Замечание. Полученные здесь выражения (6.183) и (6.184) от-
личаются от приведенных в работе [31] формул (152), (153) знаком
перед вторым слагаемым. Такое различие обусловлено изменением зна-
ка перед вторым слагаемым под корнем в формулах (142), (143) при
переходе к этим формулам от формул (138), (139) той же работы, что
нельзя считать достаточно правильным. Контрольная проверка показы-
вает, что такое изменение знака на конечных результатах, полученных
в работе [31], практически не сказывается, однако здесь авторы счи-
тают необходимым использовать представление поперечного волнового
числа в более корректном виде (6.183) и (6.184).

6.8. Влияние размагничивания на поперечное
волновое число

В предыдущем разделе показано, что в отсутствие обмена, действи-
тельная и мнимая компоненты поперечного волнового числа kd и km
связаны с продольным волновым числом ky соотношениями (форму-
лы (6.181), (6.182) с учетом (6.153)):

kd = 1√
2

√√√√1+

√
1−
(

β

Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)

)2
· ky; (6.185)

km = 1√
2

√√√√1−
√
1−
(

β

Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)

)2
· ky, (6.186)
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где параметр размагничивания β связан с волновым числом ky и тол-
щиной пластины d соотношением (6.45):

β =
αp

2

{
th

[
d

(
ky − π

d

)]
+ 1
}
, (6.187)

где αp — нормирующий коэффициент, в большинстве случаев лежащий
в пределах 0 � αp � 0,1 ([31, форм. (21), (22)]).
В работе [31] основное внимание было уделено дисперсионным

свойствам поверхностной волны Дэймона–Эшбаха, тогда как влияние
размагничивания на поперечное волновое число рассмотрено недоста-
точно. Поэтому, прежде чем углубиться в изучение влияния обмена,
остановимся несколько более подробно на свойствах поперечного вол-
нового числа в условиях динамического размагничивания без влияния
обмена.
Согласно определению kd и km, эти величины являются дей-

ствительными, так что выражение под внутренним корнем в фор-
мулах (6.185) и (6.186) должно быть положительным. В работе‘[31,
разд. 11, форм. (158)], исходя из равенства нулю этого подкоренного
выражения, для частоты Ω определено критическое значение:

Ωc =
√

(ΩH + 1)(ΩH + β) , (6.188)

выше которого условие действительности kd и km выполняется. Как
видно из сравнения структуры формул (6.185) и (6.186), при Ω = Ωc
имеет место равенство:

kd|Ω=Ωc
= km|Ω=Ωc

. (6.189)

С другой стороны, если частота Ω задана, то условие (6.189) можно
рассматривать как определение критического значения βc, выше кото-
рого подкоренное выражение становится отрицательным, то есть опре-
деляет верхний допустимый предел величины β. Из формулы (6.188)
при замене Ωc → Ω получаем:

βc = Ω2 − Ω2H − ΩH

ΩH + 1
. (6.190)

Поскольку основная часть формулы (6.187) представляет собой
гиперболический тангенс, на бесконечности равный единице, то усло-
вие критичности βc можно принимать на счет параметра αp, то есть
считать:

αpc = Ω2 − Ω2H − ΩH

ΩH + 1
, (6.191)

так что зависимость параметра βc от продольного волнового числа ky
в общем случае принимает вид:

βc =
αpc

2

{
th

[
d

(
ky − π

d

)]
+ 1
}
. (6.192)
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Приведем важный для дальнейшего рассмотрения численный при-
мер. При поле H = 437,5 Э и намагниченности насыщения 4πM0 =
= 1750 Гс, учитывая, что гиромагнитная постоянная γ равна 2,8 МГц ·×
×Э−1, для частоты f = 3000 МГц, в соответствии с формулами (6.23)–
(6.24), из (6.188) получаем: βc = 0,0498 или, полагая β в виде (6.192),
согласно (6.171), получаем: αpc = 0,0498.
Рассмотрим теперь, как зависят компоненты поперечного волново-

го числа kd и km от продольного волнового числа ky при различ-
ных значениях нормирующего коэффициента параметра размагничива-
ния αp. Воспользуемся приведенными выше значениями параметров,
добавив к ним толщину пластины d = 10 мкм. Обратимся к рис. 6.1,
где такие зависимости показаны в интервале изменения αp от нуля
до αpc = 0,0498.

Рис. 6.1. Зависимости составляющих поперечного волнового числа kd (кри-
вые 1–5) и km (кривые 6–10) от продольного волнового числа ky при различ-
ных значениях нормирующего коэффициента параметра размагничивания αp.
Кривые 1–5 построены по формуле (6.185), кривые 6–10 построены по фор-
муле (6.186). Параметр размагничивания β учитывается по формуле (6.187).
Значения коэффициента αp параметра размагничивания: 1, 6 — αp = 0; 2, 7 —
αp = 0,01; 3, 8 — αp = 0,02; 4, 9 — αp = 0,03; 5, 10 — αp = 0,04. Параметры:

4πM0 = 1750 Гс; H = 437,5 Э; d = 10 мкм; f = 3000 МГц

Из рисунка видно, что все зависимости, всюду, кроме начального
интервала ky до приблизительно 5000 см

−1, являются прямыми, исхо-
дящими из начала координат. При αp = 0, то есть в отсутствие раз-
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магничивания, зависимость kd от ky (кривая 1) соответствует kd = ky,
как это можно видеть из формулы (6.185). При этом зависимость km
от ky (кривая 6) совпадает с горизонтальной осью координат, то есть
km = 0, как это также можно видеть из формулы (6.186).
По мере увеличения αp зависимости для kd, оставаясь прямыми,

постепенно снижаются, а зависимости для km повышаются, причем
скорость повышения кривых для km значительно превышает скорость
спада кривых для kd. В пределе при αp → αpc обе зависимости должны
сойтись в какой-то точке, что соответствовало бы равенству kd = km,
после чего оборваться в силу недопустимости превышения αp над αpc.
Однако в области прямолинейных зависимостей kd и km от ky такое
«схлопывание» кривых, сопровождаемое их обрывом, наблюдать не
удается из-за высокой критичности расположения точки «схлопыва-
ния», когда кривые, оставаясь прямыми, становятся почти параллель-
ными.
Не так, однако, обстоит дело в области сравнительно малых зна-

чений волнового числа ky (менее 5000 см
−1), где кривые на рис. 6.1

претерпевают некоторый изгиб. Более подробно эта область показана
на рис. 6.2, построенном при тех же параметрах, что и рис. 6.1,
но в более крупном масштабе.
Из рисунка видно, что, несмотря на некоторое искривление, за-

висимости kd и km от ky, по мере увеличения αp сохраняют ту же
тенденцию, что и на рис. 6.1, то есть кривые для kd снижаются,
а кривые для km повышаются. Здесь четко видно, что при превышении
αp = 0,0500 над критическим значением αpc = 0,0498 всего на 0,0002
(то есть на 0,02%) кривая 4 для kd сходится с кривой 8 для km,

так что они имеют общую точку, соответствующую ky = 6940 см−1.
При этом численный расчет с шагом по ky, равным 10 см

−1, дает
значения kd = 4913 см−1 и km = 4902 см−1, что можно считать сов-
падением вполне хорошим. Далее этой точки обе кривые обрываются,
что соответствует возникновению отрицательности внутреннего корня
в формулах (6.185) и (6.186).
Проведенное выше рассмотрение относится к толщине пластины,

равной 10 мкм. В то же время, представляет интерес выяснить, что
происходит при меньших значениях такой толщины. Некоторым пояс-
нением к такому вопросу является рис. 6.3, где показаны зависимости,
подобные приведенным на предыдущих рисунках, но при толщине
пластины, равной 1 мкм. Кривые 1 и 4 (пунктирные) на этом рисунке
соответствуют толщине 10 мкм и приведены для сравнения.
Из рисунка можно видеть, что участки прямолинейности зависи-

мостей kd и km переместились в сторону увеличения волнового чис-
ла ky, Так, при толщине 10 мкм эти зависимости выравниваются уже
при ky больше 5000 см

−1, тогда как при толщине 1 мкм линейность
начинается только при ky больше 60 000 см

−1, то есть выше примерно
в 10 раз. Такой сдвиг хорошо соответствует началу сильного влияния
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Рис. 6.2. Зависимости составляющих поперечного волнового числа kd (кри-
вые 1–4) и km (кривые 5–8) от продольного волнового числа ky при различных
значениях нормирующего коэффициента параметра размагничивания αp в об-
ласти малых значений волнового числа ky. Кривые 1–4 построены по форму-
ле (6.185), кривые 5–8 построены по формуле (6.186). Параметр размагничива-
ния β учитывается по формуле (6.187). Значения коэффициента αp параметра
размагничивания: 1, 5 — αp = 0; 2, 6 — αp = 0,02; 3, 7 — αp = 0,04; 4, 8 —
αp = 0,05. При этом αpc = 0,0498. Параметры: 4πM0 = 1750 Гс; H = 437,5 Э;

d = 10 мкм; f = 3000 МГц

размагничивания, то есть перегибу гиперболического тангенса в фор-
муле (6.187), имеющему место при ky = π/d, то есть для толщины
10 мкм при ky = 3142 см−1, а для толщины 1 мкм при ky = 31 416 см−1
соответственно. Можно видеть, что эти величины по порядку как
раз соответствуют началу выпрямления зависимостей kd и km от ky.
До этого момента кривые 2 и 5 ведут себя примерно таким же образом,
как кривые 3 и 7 на рис. 6.2.
Кривые 3 и 6, соответствующие превышению параметра αp = 0,0500

над критическим значением, равным по-прежнему αpc = 0,0498 (так
как выражение (6.191) от толщины не зависит), подобно кривым 4
и 8 на рис. 6.2, тоже «схлопываются», однако теперь координа-
ты точки «схлопывания» равны: ky = 61 360 см−1, kd = 43 431 см−1,
km = 43 345 см−1. Таким образом, при уменьшении толщины в 10 раз
эта точка смещается по оси ky примерно в такое же число раз, что
опять-таки связано со сдвигом точки перегиба тангенса в форму-
ле (6.187).
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Рис. 6.3. Зависимости составляющих поперечного волнового числа kd (кри-
вые 1–3) и km (кривые 4–6) от продольного волнового числа ky при различ-
ных значениях нормирующего коэффициента параметра размагничивания αp

при малой толщине пластины. Кривые 1–3 построены по формуле (6.185), кри-
вые 4–6 построены по формуле (6.186). Параметр размагничивания β учиты-
вается по формуле (6.187). Кривые 1, 4 (пунктирные) соответствуют толщине
пластины d = 10 мкм, при этом αp = 0,04. Кривые 2, 3, 5, 6 (сплошные) соот-
ветствуют толщине пластины d = 1 мкм. Кривые 2, 5 соответствуют αp = 0,04;
кривые 3, 4 соответствуют — αp = 0,05 (при этом αpc = 0,0498). Параметры:

4πM0 = 1750 Гс; H = 437,5 Э; f = 3000 МГц

6.9. Уравнение для определения поперечного
волнового числа при заданном продольном волновом

числе с учетом обменного взаимодействия

Обратимся теперь к рассмотрению поперечного волнового числа
при учете обменного взаимодействия. При этом параметр Ω21 в фор-
мулах (6.154)–(6.156) заменяется на Ω21k, в соответствии с форму-
лой (6.127), которая через посредство (6.119) содержит теперь k2x, так
что уравнения (6.159) и (6.167) относительно k2x теряют биквадратный
характер и не могут быть разрешены относительно простыми средства-
ми. Рассмотрим теперь решение этих уравнений более подробно.
Итак, выше получены соотношения (6.150) и (6.151), представляю-

щие собой формулы для определения k(+)
x и k(−)

x , выраженные через
μ

(±)
1,2 и ν

(±), которые, согласно (6.140)–(6.161), сами зависят от k(+)
x
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и k(−)
x . Поэтому (6.150) и (6.151) в общем случае можно рассматривать,

как уравнения для определения k(+)
x и k(−)

x соответственно.
Рассмотрим эти уравнения по отдельности.
Обратимся сначала к уравнению для k(+)

x вида (6.150):

k(+)
x =

⎛
⎝i ν(+)

2μ(+)
1

+

√
4μ(+)
1 μ(+)

2 − (ν(+)
)2

2μ(+)
1

⎞
⎠ ky. (6.193)

Раскроем скобки, умножим обе части на 2μ(+)
1 /ky и перенесем первое

слагаемое в левую часть. Для упрощения формы записи индекс (+)
пока опустим. В результате получаем:

2μ1kx

ky
− iν =

√
4μ1μ2 − ν2 . (6.194)

Возведем обе части в квадрат, раскроем скобки, умножим обе части
на k2y и разделим на 4μ1. В результате получим уравнение для kx вида:

μ1k
2
x − iνkxky − μ2k

2
y = 0. (6.195)

Здесь параметры μ1, μ2, ν определяются формулами (6.140)–(6.142),
а также (6.136), (6.137) и (6.134), содержащими k(+)

x .
Подставляя (6.140)–(6.142), умножая на (6.136) с учетом (6.134)

и приводя подобные члены, получаем:(
Ω21k −β k2y

k2x +k2y

)
k2x− i · 2β k2xk

2
y

k2x +k2y
−
(

Ω21k −β k2x

k2x +k2y

)
k2y = 0. (6.196)

Раскрывая скобки, приводя подобные члены и умножая все на
(
k2x +

+ k2y
)
, получаем:

Ω21k
(
k4x − k4y

)− i · 2βk2xk2y = 0. (6.197)

Пользуясь (6.137) и (6.134), преобразуем Ω21k:

Ω21k = −Q2(k2x + k2y
)2 −

−Q(2ΩH + β + 1)(k2x + k2y) +
[
Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)

]
. (6.198)

Подставляя это выражение в (6.197) и раскрывая скобки, получаем:

−Q2
(
k2x + k2y

)2(
k4x − k4y

)−Q(2ΩH + β + 1)
(
k2x + k2y

)(
k4x − k4y

)
+

+
[
Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)

](
k4x − k4y

)− i · 2βk2xk2y = 0. (6.199)

Найдем промежуточные выражения:(
k2x + k2y

)2(
k4x − k4y

)
= k8x + 2k6xk

2
y − 2k2xk6y − k8y; (6.200)(

k2x + k2y
)(
k4x − k4y

)
= k6x + k4xk

2
y − k2xk

4
y − k6y. (6.201)
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Подставляя эти выражения в (6.199), раскрывая скобки и выполняя
группировку слагаемых в порядке убывания степени kx, получаем:

−Q2k8x −Q
[
2Qk2y + (2ΩH + β + 1)

]
k6x +

+
{−Q(2ΩH + β + 1)k2y +

[
Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)

]}
k4x +

+
[
2Q2k4y +Q(2ΩH + β + 1)k2y − i · 2β]k2yk2x +

+
{
Q2k4y +Q(2ΩH + β + 1)k2y − [Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)

]}
k4y = 0.
(6.202)

Это — уравнение для определения kx при заданном значении ky
и известных нормированных параметрах обмена Q, поля ΩH и ча-
стоты Ω. Параметр β определяется в соответствии с приближением,
принятым в разд. 6.8 (формула (6.192)).
Это уравнение имеет восьмой порядок, однако содержит только

четные степени kx, то есть соответствует уравнению четвертой степени
относительно k2x.
Можно видеть, что в отсутствие обмена, то есть при Q = 0 урав-

нение (6.202) переходит в полученное в работе [31] уравнение (128)
с учетом введенного там же обозначения (114).
Структура полученного уравнения (6.202) крайне громоздка. Упро-

стим ее путем введения вспомогательных обозначений.
Введем обозначения:

g8 = −Q2; (6.203)

g6 = −Q[2Qk2y + (2ΩH + β + 1)
]
; (6.204)

g4 = −Q(2ΩH + β + 1)k2y +
[
Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)

]
; (6.205)

g2a = Q
[
2Qk2y + (2ΩH + β + 1)

]
k4y; (6.206)

g2b = −2βk2y; (6.207)

g0 =
{
Q2k4y +Q(2ΩH +β+1)k2y −

[
Ω2−ΩH(ΩH +β+1)

]}
k4y. (6.208)

С этими обозначениями уравнение (6.202) принимает вид:

g8k
8
x + g6k

6
x + g4k

4
x + (g2a + ig2b)k

2
x + g0 = 0. (6.209)

Можно видеть, что относительно k2x это уравнение является пол-
ным уравнением четвертой степени, так что оно, в принципе, может
быть разрешено аналитически, например с помощью метода Феррари
(разд. 2.9.2) или другого эквивалентного [3, 207, 208] с последую-
щим извлечением квадратного корня для получения непосредствен-
но kx. Однако, учитывая обусловленный влиянием размагничивания
комплексный характер волнового числа kx [31], можно полагать, что
получаемое при этом аналитическое выражение будет крайне гро-
моздким.
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Поэтому рассмотрим возможность численного нахождения действи-
тельной и мнимой частей числа kx, для чего, подобно работе [31,
форм. (152)], представим его в виде:

kx = kd + ikm, (6.210)

где kd и km являются действительными.
Поскольку уравнение (6.202) записано в порядке убывания степе-

ни kx, будем располагать степени kx и вводимые далее вспомогатель-
ные обозначения, руководствуясь тем же порядком.
Возводя (6.210) в четные степени (технически, начиная с меньших

степеней), приводя подобные члены и выделяя действительную и мни-
мую части, после чего, располагая найденные выражения в порядке
убывания степени kx, получаем:

k8x =
(
k8d − 28k6dk2m + 70k4dk

4
m − 28k2dk6m + k8m

)
+

+ i · 8kdkm

(
k6d − 7k4dk2m + 7k2dk

4
m − k6m

)
. (6.211)

k6x =
(
k6d − 15k4dk2m + 15k2dk

4
m − k6m

)
+

+ i · 2kdkm

(
3k4d − 10k2dk2m + 3k4m

)
; (6.212)

k4x =
(
k4d − 6k2dk2m + k4m

)
+ i · 4kdkm

(
k2d − k2m

)
; (6.213)

k2x =
(
k2d − k2m

)
+ i · 2kdkm. (6.214)

Обозначая слагаемые в выражениях (6.211)–(6.214) через «c» с ин-
дексами, цифровая часть которых соответствует степени kx, а буквен-
ная «a» или «b», соответственно, действительной или мнимой части
степени kx, получаем:

c8a = k8d − 28k6dk2m + 70k4dk
4
m − 28k2dk6m + k8m; (6.215)

c8b = 8kdkm

(
k6d − 7k4dk2m + 7k2dk

4
m − k6m

)
; (6.216)

c6a = k6d − 15k4dk2m + 15k2dk
4
m − k6m; (6.217)

c6b = 2kdkm

(
3k4d − 10k2dk2m + 3k4m

)
; (6.218)

c4a = k4d − 6k2dk2m + k4m; (6.219)

c4b = 4kdkm

(
k2d − k2m

)
; (6.220)

c2a = k2d − k2m; (6.221)
c2b = 2kdkm; (6.222)

С этими обозначениями (6.211)–(6.214) принимают вид:

k8x = c8a + ic8b. (6.223)

k6x = c6a + ic6b; (6.224)

k4x = c4a + ic4b; (6.225)

k2x = c2a + ic2b; (6.226)
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Подставляя (6.203)–(6.208) и (6.223)–(6.224) в (6.209), получаем:

g8(c8a + ic8b) + g6(c6a + ic6b) + g4(c4a + ic4b) +
+ (g2a + ig2b)(c2a + ic2b) + g0 = 0. (6.227)

Раскрывая скобки и выделяя действительную и мнимую части, полу-
чаем:(
g8c8a + g6c6a + g4c4a + g2ac2a − g2bc2b + g0

)
+

+ i
(
g8c8b + g6c6b + g4c4b + g2ac2b + g2bc2a

)
= 0. (6.228)

Равенство нулю этого уравнения требует, чтобы его действительная
и мнимая части по отдельности тоже равнялись нулю. Из этого условия
получаем два уравнения:

g8c8a + g6c6a + g4c4a + g2ac2a − g2bc2b + g0 = 0; (6.229)
g8c8b + g6c6b + g4c4b + g2ac2b + g2bc2a = 0. (6.230)

Это — система уравнений относительно kd и km при условии за-
данного ky. Параметрами являются Q, ΩH , β, а также Ω. При этом
параметр размагничивания β зависит от волнового числа ky в соответ-
ствии с формулой (6.187). Нормирующим параметром для Q, ΩH , Ω
является намагниченность M0.
Введем два вспомогательных выражения:

w1 = g8c8a + g6c6a + g4c4a + g2ac2a − g2bc2b + g0; (6.231)
w2 = g8c8b + g6c6b + g4c4b + g2ac2b + g2bc2a. (6.232)

При этих обозначениях система (6.229)–(6.230) принимает вид:

w1 = 0; (6.233)
w2 = 0. (6.234)

Система (6.233)–(6.234) содержит два уравнения для двух неиз-
вестных kd и km, в которую, кроме постоянных ΩH , d и Q, входит один
меняющийся (текущий) параметр — частота Ω. То есть эта частота
должна быть задана изначально одновременно с постоянными парамет-
рами задачи ΩH , d и Q.
Аналитическое решение системы (6.233)–(6.234) на данном этапе

рассмотрения (то есть без каких-либо упрощающих приближений)
представляется вряд ли возможным. С другой стороны, здесь имеются
два уравнения с двумя неизвестными, поэтому простой метод поиска
нуля, пригодный для одного уравнения с одним неизвестным, здесь
неприменим.
Для численного решения подобных систем традиционно применяет-

ся метод итераций [259, стр. 148], базирующийся на предварительном
графическом рассмотрении общего вида решения.
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Воспользуемся здесь несколько иной процедурой, подобной графи-
ческой, но реализуемой в аналитическом виде. Будем полагать, что,
согласно [31], величина kd мало отличается от ky, то есть kd можно
считать известным параметром. Такое предположение позволяет рас-
сматривать каждое из уравнений (6.233) и (6.234) как независимое
относительно km, так что решение каждого из них методом поиска
нуля по одной переменной позволяет найти два значения km1 и km2.
Далее, варьируя kd, определим его значение, при котором получаемые
значения km1 и km2 будут близкими друг другу с заданной точностью.
Таким образом, в результате будут найдены значения kd и km, одно-
временно удовлетворяющие обоим уравнениям (6.233) и (6.234). Рас-
сматривая далее частоту Ω, как параметр, можно будет найти искомую
зависимость k(+)

x от Ω, то есть первую из необходимых для получения
дисперсионного соотношения (второй является зависимость k(−)

x от Ω,
которая будет рассмотрена далее).

6.9.1. Алгоритмизация решения системы уравнений для
компонент поперечного волнового числа

С целью удобства алгоритмизации при машинном расчете приведем
последовательность шагов решения системы (6.233)–(6.234).
Шаг №1.
Задание начальных параметров Q, ΩH , d, Ω, а также значения

заданной точности Δkm.
Шаг №2.
Задание значения ky.
Шаг №3.
Вычисление параметра β по формуле (6.187).
Шаг №4.
Задание начального значения kd, например в виде kd = ky или более

точно — с использованием формулы (6.185).
Шаг №5.
Нахождение значения km1 из уравнения (6.229) путем поиска нуля

при изменении km.
Шаг №6.
Нахождение значения km2 из уравнения (6.230) путем поиска нуля

при изменении km.
Шаг №7.
Нахождение разности km1 − km2 и сравнение со значением заданной

точности Δkm.
Если разность больше заданной точности, то делается шаг по kd

(подобный шагу №4), после чего повторяется нахождение km1 и km2
(шаги №5 и №6).
Если разность меньше заданной точности, то полученное значе-

ние km1 (или km2) принимается за искомое значение km.
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Таким образом, при заданном значении kd получается значение km.
Эта пара значений соответствует частоте Ω (при условии, что задана
частота ΩH). По полученной паре находится значение

k(+)
x = kd + ikm, (6.235)

которое используется далее при вычислении дисперсионного соотно-
шения.

6.10. Соотношение между компонентами волнового
числа в реальных условиях

При расчете в соответствии с алгоритмом, приведенным
в разд. 6.9.1, первичное значение kd является как бы известным зара-
нее, то есть полагается равным ky.
Для обоснования сделанного предположения о равенстве kd = ky,

выполним численную оценку для реальных условий. Обратимся к фор-
муле (6.185) и прежде всего отметим, что в отсутствие размагничива-
ния (то есть при β = 0) значение kd просто равно ky. При β отличном
от нуля, имеется критическое значение частоты, выше которого kd
и km являются действительными (как того требует физический смысл
задачи, отмеченный при введении формулы (6.210)).
Критическая частота, определяемая условием действительности

внутреннего корня в формулах (6.185), (6.186), имеет вид (5.162):

Ωc =
√

(ΩH + 1)(ΩH + β) . (6.236)

Возьмем поле H = 437,5 Э и намагниченность 4πM0 = 1750 Гс (ти-
пичные значения для экспериментов с магнитостатическими волнами
в железоиттриевом гранате [1, гл. 3, 4, 7]).
Положим β = 0,2. В табл. 5.1 разд. 5.5.2 показано, что при этом

критическая частота равна 3675 МГц. Зададим частоту, заведомо выше
критической — 4000 МГц. При этих значениях, в соответствии с (6.23),
(6.24), получаем: Ωc = 0,7500, Ω = 0,8163, ΩH = 0,2500.
Подстановка этих значений в формулу (6.185) дает kd = 0,9362 · ky.

Аналогичным образом при β = 0,1 получаем kd = 0,9881 · ky, а при
β = 0,01 находим: kd = 0,9999 · ky.
Таким образом, можно видеть, что в реальной ситуации kd отлича-

ется от ky не более чем на единицы процентов.
Из структуры формулы (6.185) видно, что отличие возрастает при

приближении частоты Ω к критическому значению Ωc. При этом внут-
ренний корень в формуле (6.185) становится равным нулю, так что kd

отличается от ky на 1/
√
2 и становится равным 0,7071 от ky. То есть

даже в таком критическом случае отличие составляет всего 30%. Од-
нако уже при частоте 3800 МГц (то есть при превышении критической
на 3,4%) при β = 0,2 величина kd составляет 0,8795 от ky, то есть
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отличие падает до 12%, а при β = 0,1 та же величина равна 0,9812,
то есть теперь отличие составляет всего 2%.
Итак, принятое выше предположение kd = ky, с учетом того, что

оно упрощает расчет в весьма существенной степени, можно считать
вполне приемлемым.
Приведем также для справки величину km, определяемую форму-

лой (6.186). При тех же значениях Ω = 0,8163 и ΩH = 0,2500, а также
при β = 0,2, из формулы (6.186) получаем: km = 0,3516 · ky. Аналогич-
ным образом при β = 0,1 находим: km = 0,1539 · ky. При β = 0,01 эта
же величина равна: km = 0,0142 · ky. В отсутствие размагничивания,
то есть при β = 0 всегда km равно нулю. Важно отметить, что при
любых значениях β (при условии действительности внутреннего корня
в формулах (6.185) и (6.186)), величина km всегда значительно меньше,
чем kd.
Возвращаясь к определению величины kd, заметим, что, несмот-

ря на вполне приемлемую точность, демонстрируемую приведенными
оценками, более точный учет отличия kd от ky в условиях как раз-
магничивания, так и обмена, требующий, как отмечено выше, поиска
нуля по двум переменным, может составить заслуживающий внимания
предмет для отдельной работы.

6.11. Проявление двойственности поперечного
волнового числа

Проделанное в разд. 6.9–6.10 рассмотрение касается компоненты
волнового числа k(+)

x , определяемой формулой (6.150). Обратимся те-
перь к другой компоненте k(−)

x , определяемой формулой (6.151):

k(−)
x =

⎛
⎝i ν(−)

2μ(−)
1

−
√
4μ(−)
1 μ

(−)
2 − (ν(−)

)2
2μ(−)
1

⎞
⎠ ky, (6.237)

где μ
(−)
1,2 и ν(−) определяются формулами (6.118)–(6.120), а так-

же (6.138), (6.139) и (6.135), содержащими k(+)
x .

Раскроем скобки, умножим обе части на 2μ(−)
1 /ky и перенесем пер-

вое слагаемое в левую часть. Для упрощения формы записи индекс (–)
пока опустим. В результате получаем:

2μ1kx

ky
− iν = −

√
4μ1μ2 − ν2 . (6.238)

Возведем обе части в квадрат, раскроем скобки, умножим обе части
на k2y и разделим на 4μ1. В результате получим уравнение для kx вида:

μ1k
2
x − iνkxky − μ2k

2
y = 0. (6.239)
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Можно видеть, что это уравнение полностью совпадает с урав-
нением (6.195), полученным в разд. 6.9 для k(+)

x , с учетом замены
формул (6.140)–(6.142), а также (6.136), (6.137) и (6.134), на форму-
лы (6.143)–(6.145), а также (6.138), (6.139) и (6.135). Поскольку пере-
численные предварительные формулы отличаются друг от друга только
значением верхнего индекса (+) или (–), а по структуре полностью
совпадают, то и решение уравнения (6.239) его будет тем же самым,
что и уравнения (6.195), то есть будет определяться решением уравне-
ний (6.233)–(6.234). С учетом противоположности знаков между k(+)

x

и k(−)
x (подобно формулам (6.183)–(6.184)), решение будет иметь вид:

k(−)
x = −kd − ikm, (6.240)

где kd и km в отсутствие обмена, определяются теми же, что и для
(6.183) формулами (6.185), (6.186), а с учетом обмена — решениями
системы уравнений (6.233)–(6.234).

6.12. Расчет компонент поперечного волнового числа
по полной системе уравнений методом поиска нуля

Рассмотрим теперь зависимости компонент поперечного волно-
вого числа от величины продольного путем решения полной си-
стемы (6.233)–(6.234) в соответствии с алгоритмом, приведенном
в разд. 6.9.1. На данном этапе ограничимся рассмотрением влияния
только размагничивания, то есть положим константу обмена q равной
нулю. Для простоты записи индекс «x» в обозначениях поперечных
компонент волнового числа kxd, kxm, kxm1, kxm2 опустим, то есть будем
использовать обозначения kd, km, km1, km2.
Обратимся к рис. 6.4, где показаны зависимости составляющих

поперечного волнового числа kd, km, km1, km2 от продольного волно-
вого числа ky. Компоненты kd, km соответствуют решению задачи без
учета обмена, когда их нахождение сводится к решению биквадратных
уравнений (6.159) и (6.167), что можно сделать аналитически точно.
В то же время, компоненты km1, km2 находятся из решения приве-
денных выше уравнений (6.233) и (6.234), которые решаются методом
поиска нуля в соответствии с алгоритмом, приведенном в разд. 6.9.1
при установлении kd по формуле (6.185) (то есть по первым шести
шагам алгоритма).

Замечание. На рис. 6.4 все кривые приведены в полном интервале
значений ky от нуля до 7 · 104 см−1. Следует отметить, что такое пред-
ставление является несколько идеализированным, ибо реализованный
в рамках настоящей работы численный расчет имел с обеих сторон
ограничения. Так, максимально достижимое значение волнового чис-
ла ky составляло 6,4 · 104 см−1, по превышении которого происходило
переполнение разрядной сетки машины (1038), делавшее дальнейший
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расчет недопустимым. Контрольная проверка показала, что перепол-
нения можно избежать путем введения нормировки волнового числа
на толщину пластины, однако получаемые при этом формулы отли-
чаются заметной громоздкостью, поэтому в настоящей работе норми-
ровка не проводилась. Ограничение снизу по волновому числу про-
исходит из-за сложного комплексного характера уравнения (6.202),
приводящего к скачкообразной зависимости исследуемых параметров
от ky. В настоящей работе оптимальным признано минимальное зна-
чение ky = 1200 см−1, выше которого кривые на рис. 6.4 принимали
упорядоченный вид. Таким образом, выше и ниже приведенных огра-
ничений кривые на рис. 6.4 продолжены линейным образом, вполне

Рис. 6.4. Зависимости составляющих поперечного волнового числа kd, km,
km1, km2 от продольного волнового числа ky: 1 — компонента kd по фор-
муле (6.185); 2 — компонента km по формуле (6.186); 3 — компонента km1
по уравнению (6.233) при kd по формуле (6.185); 4 — компонента km2
по уравнению (6.234) при kd по формуле (6.185). Параметры: 4πM0 = 1750 Гс;

H = 437,5 Э; d = 10 мкм; f = 3000 МГц; β = 0,01

соответствующим линейному характеру основных частей этих кривых.
Можно полагать, что более подробное рассмотрение выхода за рамки
приведенных ограничений, особенно в сторону увеличения волнового
числа, может составить предмет для отдельной работы.
Из рисунка можно видеть, что при принятых параметрах (в том числе

малости kd) все приведенные зависимости компонент волновых чисел kd,
km, km1, km2 от ky представляют собой прямые линии, выходящие
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из начала координат. При этом зависимость kd от ky (кривая 1)
с высокой точностью соответствует прямой с угловым коэффициентом,
равным единице, то есть влияние величины β, ввиду ее малости,
сказывается весьма незначительно. Зависимость km от ky (кривая 2),
оставаясь прямой, проходит значительно ниже зависимости kd от ky
(кривая 1), что получается благодаря знаку «минус» перед внутренним
корнем в формуле (6.186). Зависимость km2 от ky (кривая 4), опре-
деляемая равенством нулю мнимой части уравнения (6.228) (то есть
уравнением (6.230) или (6.234)), с высокой точностью совпадает с за-
висимостью km от ky (кривая 2). Однако зависимость km1 от ky
(кривая 3), определяемая равенством нулю действительной части урав-
нения (6.228) (то есть уравнением (6.229) или (6.233)), проходит зна-
чительно ниже зависимости km от ky (ниже кривой 2).
Таким образом, можно видеть, что между зависимостями km1 (кри-

вая 3) и km2 (кривая 4) от ky имеется заметное различие, причем
по мере увеличения ky это различие возрастает.
Согласно приведенному выше алгоритму (разд. 6.9.1), необходимым

условием совместности системы (6.233)–(6.234) является равенство
значений km1 и km2, для достижения чего следует варьировать величи-
ну kd (то есть несколько отступать в обе стороны от формулы (6.185)).
Однако проверка показала, что прямое последовательное измене-

ние kd с постоянным (в том числе весьма малым) шагом вблизи еди-
ницы, где ожидается максимальная близость между значениями km1
и km2, приводит к сильному разбросу значений km1 из-за скачкооб-
разного изменения получаемой зависимости в этой области. Поэтому
в качестве способа вариации kd было принято умножения этой величи-
ны на вспомогательный параметр ξ, близкий к единице, с последующей
вариацией этого параметра.
Полученные зависимости km1 и km2 от параметра ξ представлены

на рис. 6.5. При построении опорное значение волнового числа ky

было выбрано равным 6000 см−1, где, согласно рис. 6.4, расхождение
между km1 и km2 являлось заведомо довольно значительным.
Из рисунка видно, что зависимость km2 от ky (кривая 2) пред-

ставляет собой горизонтальную прямую линию на уровне 5040 см−1,
совпадающую с зависимостью km от ky, что соответствует совпадению
кривых 2 и 4 на рис. 6.4. Однако зависимость km1 от ky (кривая 1)
испытывает два сильных скачка вблизи значений ξ равных 0,9988
и 1,0034. При значении ξ = 1 величина km1 принимает значение около
1900 см−1 (точка А), что отличается от значения 5040 см−1, соответ-
ствующего величине km2, довольно сильно.

Замечание. Можно полагать, что появление скачков обусловлено
весьма сложным характером комплексного уравнения (6.202), в общем
случае по переменной имеющего восьмую степень. Поэтому на дан-
ном этапе поиском способа ликвидации скачков заниматься не будем,
а примем их как должное и рассмотрим, что из их наличия следует.
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Рис. 6.5. Зависимости мнимых составляющих поперечного волнового числа km1
и km2 от коэффициента ξ при действительной части kd. 1 — компонента km1
по уравнению (6.233); 2 — компонента km2 по уравнению (6.234). Параметры —

те же, что приняты при построении рис. 6.4

Таким образом, из характера кривой 1 можно видеть, что она нигде
не приближается вплотную к кривой 2, разве что в точках разрыва,
что нельзя считать физически реализуемым.
В такой ситуации, по-видимому, можно считать наиболее раци-

ональным положение значений параметра ξ тем точкам, где кри-
вая 1 наиболее близко подходит к кривой 2. Таких точек две —
при ξ = 0,9989 (точка B) и при ξ = 1,0036 (точка C). Эти значения
на оси km отмечены стрелками. При этом значение km1 в первой из
этих точек соответствует 3000 см−1, то есть отличается от значения
5040 см−1 на 40% вниз, а во второй соответствует 6800 см−1, то есть
отличается от 5040 см−1 на 35% вверх.
Таким образом, можно считать, что совместность системы (6.233)–

(6.234) выполняется с точностью до 40%.
Как отмечено выше, рис. 6.5 построен при ky = 6000 см−1, однако

из рис. 6.4 видно, что расхождение между km1 и km2 сильно зависит
от величины ky. Поэтому представляет интерес рассмотреть зависимо-
сти km1 и km2 от ky в широком диапазоне изменения этой величины.
Обратимся к рис. 6.6, где показаны такие зависимости при различных
значениях коэффициента ξ. Кривая 1 соответствует компоненте km2,
совпадающей с компонентой km (как это видно из совпадения кривых 2
и 4 на рис. 6.4). Кривая 2 соответствует ξ = 1, то есть зависимости
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Рис. 6.6. Зависимости составляющих поперечного волнового числа km1, km2
от продольного волнового числа ky при различных значениях коэффициента ξ
при компоненте kd. 1 — компонента km2 по уравнению (6.234); 2, 3, 4 —
компонента km1 по уравнению (6.233); 2 — при ξ = 1; 3 — при ξ = 0,9989;
4 — при ξ = 1,0036. Параметры — те же, что приняты при построении рис. 6.4.

km1 от ky без какой-либо коррекции (кривая 3 на рис. 6.4). Кривые 3
и 4 соответствуют зависимостям km1 от ky с коррекцией, вносимой
коэффициентом ξ при значениях 0,9989 и 1,0036, соответствующих
точкам B и C на рис. 6.5.
Из рисунка видно, что кривые 3 и 4 располагаются по обе сто-

роны от кривой 1, но ближе не приближаются, так как приближение
запрещено скачками кривой 1 на рис. 6.5. Тем не менее, видно, что
отклонение кривых 3 и 4 от кривой 1 происходит при изменении
параметра ξ, то есть продольного волнового числа, всего на 0,3%.
В то же время, отличие зависимости km2 от ky от зависимости km от ky
вообще отсутствует, так что даже если взять среднюю величину от km1
и km2, то ее отличие от величины km будет составлять всего 0,15%,
то есть величину весьма малую.

6.12.1. Замечание о предпочтительном выборе мнимой
компоненты поперечного волнового числа

Как показано в предыдущем разделе, решение уравнений (6.233)
и (6.234) при заданном значении kd приводит к двум значениям мнимой
компоненты поперечного волнового числа km1 и km2, различие между
которыми весьма мало и составляет всего доли процента.
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Поэтому «в нулевом приближении» можно не заниматься по-
дробным вычислением компонент km1 и km2 путем решения уравне-
ний (6.233) и (6.234) методом поиска нуля, а просто положить, что
в отсутствие обмена компоненты поперечного волнового числа kd и km
определяются формулами (6.185) и (6.186).
Не так, однако, обстоит дело при учете обменного взаимодействия,

введение которого на формулах (6.185) и (6.186) никак не сказывается,
то есть определяемые по ним величины kd и km остаются теми же са-
мыми. Разумное предположение говорит, что зависимость этих величин
от обменного взаимодействия все же должна иметь место. Поэтому при
рассмотрении обмена обе компоненты поперечного волнового числа kd

и km должны вычисляться путем решения полного уравнения (6.202)
с учетом структуры входящих в него выражений, то есть системы
(6.233)–(6.234), методом поиска нуля.
Как видно из рис. 6.4, а также будет отмечено далее, зависимость

km2 от ky практически точно соответствует зависимости km от ky, тогда
как зависимость km1 от ky от этой зависимости заметно отклоняется.
В то же время, одновременное вычисление обеих зависимостей km1
и km2 от ky с последующим нахождением среднего, существенно
усложняет аппарат численного расчета, приводя, по меньшей мере,
к его удвоению. Поэтому для начала пройдем по более легкому пути, то
есть ограничимся решением только одного уравнения (6.234), дающего
величину km2, в отсутствие обмена совпадающую с величиной km.

Замечание. В качестве оправдания выбора для нахождения мнимой
составляющей волнового числа km при задании kd = ky именно урав-
нения (6.234), можно считать тот факт, что это уравнение, получается
из равенства нулю как раз мнимой части полного уравнения (6.228).
Тогда естественно было бы ожидать, что уравнение (6.233) при за-
дании kd = ky должно дать действительную часть волнового числа,
то есть то же значение kd. Однако контрольная проверка показывает,
что это не так, а именно: решение уравнения (6.233) при задании
kd = ky получается завышенным относительно величины kd более чем
в два раза. Разрешение такого парадокса требует более подробного
исследования, возможность выполнения которого автор предоставляет
любознательному читателю.

6.12.2. Нули функции, определяющей компоненты поперечного
волнового числа

В разд. 6.9 получена система из двух уравнений (6.233)–(6.234) для
двух неизвестных kd и km. В разд. 6.9.1 предложен алгоритм нахож-
дения величины km при заданном значении kd. Однако в разд. 6.12.1
показано, что более правдоподобное решение для km дает лишь урав-
нение (6.234). В то же время, это уравнение содержит обе исходные
переменные kd и km. Можно полагать, что выбор этого уравнения в ка-
честве основного для определения km, наложит также определенные
условия на выбор kd.
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Решение уравнения (6.234) проведено методом поиска нуля при
переборе значений km. Однако из структуры функции (6.232), лежа-
щей в основе уравнения (6.234) можно видеть, что входящие в нее
выражения c8a, c8b, c6a, c6b, c4a, c2b (формулы (6.215)–(6.219), (6.222))
полностью симметричны относительно входящих в них переменных kd
и km, то есть не меняются при их замене друг на друга, а выраже-
ния c4b, c2a (формулы (6.220)–(6.221)) при этом только меняют знак.
То есть можно полагать, что функция w2 с точностью до знака равно-
правна относительно обеих переменных kd и km. То есть при поиске
нуля можно фиксировать kd и варьировать km или фиксировать km
и варьировать kd. При этом нули должны приходиться на оба значения
той и другой переменной.
Для обоснования такого положения обратимся к рис. 6.7, где по-

казаны зависимости функции w2 от переменных kd и km при по-
стоянном значении одной из них и варьировании другой. Постоянной
переменной зададим значение, определяемое формулой (6.185) при
ky = 3 · 104 см−1. Варьируемую переменную будем менять в пределах,
заведомо перекрывающих возможные значения kd и km, определяемые
рис. 6.4 при ky = 3 · 104 см−1.
Из рисунка видно, что кривая 1 имеет два нуля в точках A и B,

которые соответствуют значениям km и kd при ky = 3 · 104 см−1, как
это можно видеть из сравнения с кривыми 1 и 2 на рис. 6.4 при том
же значении kd. Кривая 2 имеет одни нуль в точке С, зеркально
симметричной относительно нуля с точкой А, а также второй нуль
в той же точке C, что и кривая 1.
Таким образом, нули кривой 1 обеспечивают оба требуемых значе-

ния переменных kd и km, а кривая 2 — то же значение kd и значе-
ние km с обратным знаком. То есть можно полагать, что информация,
обеспечиваемая кривой 2, является избыточной, а для получения обоих
значений kd и km достаточен поиск нуля при заданном значении kd
и варьировании km.
Следует заметить, что в разд. 6.12 такой вариант решения урав-

нения (6.234) обеспечивал нахождение только одной переменной km.
Это произошло по той причине, что там варьирование km начиналось
с нуля и продолжалось в сторону увеличения km. При этом программа
находила первый попавшийся нуль, который соответствует точке А
на рис. 6.7, после чего переходила к выводу данных. Для нахождения
второго нуля, соответствующего точке В на рис. 6.7, варьирование km
следует начинать с точки, заведомо превышающей первый уже найден-
ный нуль, то есть по рис. 6.7 — правее точки А. Проверка показывает,
что для оптимального нахождения второго нуля, соответствующего
величине kd, достаточно взять значение km, рассчитанное по форму-
ле (6.186) и превысить его хотя бы на несколько процентов.
Таким образом, можно считать, что применение процедуры поиска

нуля к функции w2, определяемой формулой (6.232), позволяет найти
обе компоненты поперечного волнового числа — как kd, так и km.
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Рис. 6.7. Зависимости функции w2 от переменных kd и km при постоянном
значении одной из них и варьировании другой. Переменная q имеет обоб-
щенный характер. 1 — постоянно kd, варьируется km (то есть x → km); 2 —
постоянно km, варьируется kd (то есть x → kd). Параметры: 4πM0 = 1750 Гс;
H = 437,5 Э; d = 10 мкм; f = 3000 МГц; β = 0,01; ky = 3 · 104 см−1. Ко-
ординаты точек: A — x = −0,256 · 104 см−1; B — x = 0,256 · 104 см−1;

C — x = 3,000 · 104 см−1

6.12.3. Влияние обменного взаимодействия на компоненты
поперечного волнового числа

Напомним, что выполненное до этого момента рассмотрение отно-
сится к случаю отсутствия обменного взаимодействия, так что теперь
перейдем к его учету.
Обратимся к рис. 6.8, где показаны зависимости действительной kd

и мнимой km компонент поперечного волнового числа от продольного
волнового числа ky при различных значениях константы обменного
взаимодействия q, построенные путем решения уравнения (6.234).
Кривые 1 и 7 соответствуют отсутствию обмена, то есть совпадают
с кривыми 1 и 2 на рис. 6.4, которые построены по формулам (6.185)
и (6.186).
Из рисунка можно видеть, что обменное взаимодействие приводит

к повышению зависимостей kd и km от ky по сравнению с зависи-
мостями 1 и 7, соответствующими отсутствию обмена. Относительное
повышение кривых для km (8–12) превышает таковое для кривых, со-
ответствующих kd, примерно в 3–4 раза. При этом мнимая компонента
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Рис. 6.8. Зависимости действительной kd и мнимой km компонент поперечного
волнового числа от продольного волнового числа ky при различных значениях
константы обменного взаимодействия q относительно константы, соответству-
ющей ЖИГ: q0 = 4, 23 · 10−11 см2. 1–6 — компонента kd, 7–12 — компонен-
та km. Значения константы обмена: 1, 7 — q = 0; 2, 8 — q = q0; 3, 9 —
q = 5q0; 4, 10 — q = 10q0; 5, 11 — q = 50q0; 6, 12 — q = 1000q0. Параметры:

4πM0 = 1750 Гс; H = 437,5 Э; d = 10 мкм; f = 3000 МГц; β = 0,01

поперечного волнового числа km всегда остается меньше действитель-
ной компоненты kd, однако по мере увеличения обмена их относи-
тельное различие уменьшается. Так, например, при ky = 2 · 104 см−1,
отношение kd к km в отсутствие обмена (кривые 1 и 7) составляет
около 6 раз, а при константе q = 50q0 (кривые 5 и 11) падает до 3 раз.
Все кривые растут тем быстрее, чем ky больше, однако их рост не
соответствует какому-либо простому закону типа степенного с посто-
янным показателем. Так, при сравнительно малых значениях ky рост
кривых по мере увеличения ky близок к квадратичному, однако далее
замедляется. Такое замедление особенно хорошо видно при большом
значении константы обмена, то есть для кривых 5 и особенно 11.
По мере увеличения константы обмена повышение кривых 2–5 и 8–11
относительно исходных 1 и 7 происходит примерно пропорционально
росту константы, однако при дальнейшем ее увеличении такое повыше-
ние замедляется, а при стремлении константы обмена к бесконечности
(кривые 6 и 12, пунктир) при ky больше (1,0–1,5) · 104 см−1 вообще
сменяется спадом.
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Тем не менее, в любом случае, то есть при любом значении кон-
станты обмена, зависимости kd и km от ky всегда проходят выше таких
зависимостей, соответствующих отсутствию обмена, что является их
общим свойством, требующим интерпретации в первую очередь.

6.13. Качественная интерпретация наблюдаемых
явлений

В проделанном рассмотрении (а также частично в работе [31])
выявлены следующие три положения:
1) учет размагничивания приводит к формированию мнимой части

поперечного волнового числа km;
2) по мере увеличения размагничивания абсолютная величина мни-

мой части поперечного волнового числа km увеличивается;
3) по мере увеличения обменного взаимодействия абсолютная ве-

личина мнимой части поперечного волнового числа km также увеличи-
вается.
Рассмотрим кратко качественные причины таких явлений. Для про-

стоты отвлечемся от поверхностного характера волны и предположим,
что распределение динамической намагниченности по толщине пласти-
ны более или менее однородно.

6.13.1. Роль динамического размагничивания
Сначала обратимся к рассмотрению роли динамического размагни-

чивания, то есть к первым двум приведенным выше положениям.
Для интерпретации первого положения, то есть образования мни-

мой части волнового числа, обратимся к рис. 6.9, где показана схема
образования внешних полей размагничивания и обусловленной ими
деформации фронта волны в толстой (а, б) и тонкой (в, г) пластине.
На этом рисунке представлен вид с торца магнитной пластины

при условии распространения волны в плоскости рисунка. Рисунок
построен в геометрии классической задачи Дэймона–Эшбаха (рис. 2.1),
где плоскость Oyz декартовой системы координат Oxyz совпадает
с плоскостью пластины, а ось Ox ей перпендикулярна. Волновой век-
тор k распространяющейся в плоскости пластины магнитостатической
волны направлен вдоль оси Oy. Благодаря изотропному характеру
среды, направление распространения волны совпадает с направлением
волнового вектора. Линиями АВ и CD обозначены поверхности пласти-
ны, линиями MN и PQ обозначены поверхности, до которых проникает
динамическое поле размагничивания внутрь магнитной пластины. Глу-
бина проникновения поля размагничивания внутрь пластины p имеет
тот же порядок величины, что и длина волны λ.
В отсутствие волны намагниченность во всем объеме пластины

ориентирована вдоль направления постоянного поля, то есть вдоль
оси Oz. Волна, распространяющаяся в плоскости пластины вдоль
оси Oy, представляет собой периодическое чередование отклонений
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Рис. 6.9. Схема образования внешних полей размагничивания h и деформации
фронта волны в толстой (а, б) и тонкой (в, г) пластине. а, в — классическая
волна Дэймона–Эшбаха (учет размагничивания отсутствует); б, г — волна
Дэймона–Эшбаха с учетом динамического размагничивания. Сплошные верти-
кальные линии — поверхности максимального отклонения намагниченности.
Плюсы и минусы в кругах — магнитные заряды того и другого знака. d — тол-
щина пластины; p — глубина проникновения поля размагничивания внутрь

пластины; λ — длина волны

намагниченности того и другого знака от оси Oz. Поверхности, на
которых отклонение намагниченности максимально, перпендикулярны
направлению распространения волны (оси Oy), то есть ориентированы
в плоскости Oxz. Эти поверхности чередуются вдоль оси Oy с перио-
дичностью, равной длине волны λ.
Рассмотрим два случая толщины пластины — толстую пластину,

толщина которой значительно превышает длину волны d 
 λ и тон-
кую пластину, толщина которой того же порядка или меньше длины
волны d � λ. Первому случаю соответствует рис. 6.9, а и рис. 6.9, б,
второму — рис. 6.9, в и рис. 6.9, г.
Поверхности максимального отклонения намагниченности можно

рассматривать как поверхности, на которых располагаются магнит-
ные заряды того или другого знака. На рисунке такие поверхности
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показаны вертикальными линиями с расположенными рядом с ними
магнитными зарядами (плюсы и минусы в кругах).
В толстой пластине большая часть поверхностей максимального

отклонения представляет собой плоскости, расстояние между кото-
рыми значительно меньше толщины пластины. То есть относительно
длины волны можно считать такие поверхности в их плоскостях (па-
раллельных плоскости Oxz) протяженными до бесконечности. В силу
противоположности знаков зарядов между соседствующими бесконечно
протяженными плоскостями, поля, создаваемые этими зарядами, вза-
имно компенсируются [218, 219].
Вблизи поверхностей пластины, благодаря геометрическому огра-

ничению поверхностей максимального отклонения, такая компенсация
нарушается. Расположенные на этих поверхностях магнитные заряды
образуют динамические поля размагничивания h (фактически в этом
случае представляющие собой «вылезающие» за пределы пластины
поля рассеяния), силовые линии которых показаны на рисунке за пре-
делами плоскостей пластины. Такие же поля располагаются симмет-
рично относительно плоскостей пластины, проникая в ее глубину на
расстояние p, однако здесь для простоты рисунка они не показаны.
Итак, распространение волны вдоль оси Oy сопровождается об-

разованием динамических полей размагничивания вдоль обеих плос-
костей пластины, причем на достаточной глубине внутри пластины
поля рассеяния не образуются. Таким образом, внутренняя и близкая
к поверхности части распространяющейся волны находятся в неодина-
ковых условиях. При этом часть волны, близкая к поверхности, «тащит
за собой» динамические поля размагничивания, тогда как удаленная
от поверхности часть волны от подобного «груза» освобождена. Можно
полагать, что формирование такого «груза» приводит в определенному
сопротивлению движения волны, вследствие чего внешние части волны
в своем движении несколько отстают от внутренних. То есть, поверх-
ности максимального отклонения намагниченности, без учета влияния
поверхностей пластины, являющиеся плоскими от одной поверхности
пластины до другой, за счет влияния поверхностей пластины приобре-
тают вблизи них наклонные участки, тем более выраженные, чем поле
размагничивания больше.
Глубина проникновения p таких наклонных участков внутрь пла-

стины имеет тот же порядок величины, что и расстояние между по-
верхностями максимального отклонения намагниченности, то есть что
и длина волны. При одной и той же длине волны в толстой пластине,
толщина которой значительно превышает длину волны, влияние на-
клонных участков невелико, тогда как в тонкой пластине, толщина
которой меньше длины волны, влияние наклонных участков может
стать преобладающим.
Таким образом, при рассмотрении распространения волны в толстой

пластине влияние полей размагничивания можно не учитывать (что
и реализуется в классической задаче Дэймона–Эшбаха [1, 2, 114]),
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тогда как в тонкой пластине учет влияния этих полей становится
принципиально необходимым.
Рассмотрим теперь формирование мнимой части поперечного вол-

нового числа (то есть образование km), для чего обратимся к рис. 6.10,
где показана схема такого формирования за счет деформации фронта
волны при учете размагничивания в толстой (а) и тонкой (б) пластине.

Рис. 6.10. Схема формирования поперечной составляющей волнового вектора
за счет деформации фронта волны при наличии размагничивания в толстой (а)

и тонкой (б) пластине

На рисунке показано формирование полного поперечного волнового
числа k(±)

x , то есть не проведено различие между его действительной
и мнимой частями, поскольку, как можно видеть из формул (6.235)
и (6.240), их вклад в полное значение k(±)

x , может различаться лишь
по величине и комплексному характеру, а по формальной структуре
полностью одинаков.
Из рисунка можно видеть, что формирование k

(±)
x происходит

за счет отклонения полного волнового вектора распространяющейся
волны k от оси Oy вблизи той и другой поверхностей пластины, в силу
наклона прилежащих к поверхности пластины поверхностей постоянно-
го отклонения намагниченности. То есть, образование k(±)

x происходит
за счет того, что в наклоненных участках вектор k по-прежнему
продолжает сохранять перпендикулярность поверхности постоянного
отклонения намагниченности.
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Таким образом, формирование k
(±)
x в случаях как малой, так

и большой толщины, происходит исключительно за счет наклонных
участков поверхностей максимального отклонения намагниченности.
При этом, при сохранении длины волны, в силу равенства протяженно-
сти таких участков в обоих случаях (так как глубина проникновения
поля размагничивания одна и та же), величины k

(±)
x также остаются

одними и теми же. Влияние же их на характер распространения волны,
в первую очередь на скорость распространения и величину переноси-
мой энергии, в случае толстой пластины незначительно, а в случае
тонкой является преобладающим.
Итак, первое положение, приведенное в разд. 6.13, качественно

интерпретировано.
Обратимся теперь к интерпретации второго положения, то есть

увеличению мнимой части волнового числа по мере увеличения раз-
магничивания. В силу обратной пропорциональности между волновым
числом и длиной волны, удобнее будет рассмотреть не волновое чис-
ло, а длину волны, которая с увеличением размагничивания должна
уменьшаться.
Рассмотрим рис. 6.11, где представлена схема изменения попереч-

ной компоненты длины волны λx при изменении величины размагни-
чивания. Рис. 6.11, а соответствует малой величине размагничивания,
рис. 6.11, б — средней и рис. 6.11, в — большой. Относительные вели-

Рис. 6.11. Схема уменьшения поперечной длины волны при увеличении раз-
магничивания: а — размагничивание малое, б — размагничивание среднее,

в — размагничивание большое
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чины размагничивания здесь заданы условно и преследуют цель только
увеличения наглядности изображения.
В верхней части рисунка представлены разложения на компоненты

полного волнового вектора k в области верхнего наклонного участка
поверхности максимального отклонения намагниченности (на нижнем
участке происходит то же самое с точностью до зеркального отраже-
ния). Ниже показаны схемы расположения поверхностей максимально-
го отклонения намагниченности в пределах тех же участков.
В рамках предложенного выше тормозящего влияния поля размаг-

ничивания на движение волны, можно считать, что увеличение размаг-
ничивания приводит к увеличению торможения, так что наклон откло-
ненных участков поверхности максимального отклонения увеличива-
ется. При этом, как видно из последовательного рассмотрения верхнего
рада рисунков, при сохранении длины волны λy в направлении оси Oy,

то есть при сохранении длины компоненты вектора ky, компонента k
(+)
x

возрастает. Такое возрастание соответствует увеличению наклона по-
верхностей максимального отклонения, то есть уменьшению длины
волны λx вдоль оси Ox. То есть по мере увеличения размагничивания
мнимая часть волнового числа (km)x, что и требовалось показать.
Таким образом, второе положение, приведенное в разд. 6.13, также

качественно интерпретировано.

6.13.2. Роль обменного взаимодействия
Рассмотрим теперь роль обменного взаимодействия, соответствую-

щую третьему из приведенных в разд. 6.13 положений.
Для интерпретации этой роли обратимся к рис. 6.12, где показана

схема изменения поперечного волнового числа или соответствующей
длины волны при увеличении обменного взаимодействия.
В верхней части рисунка представлен вид с торца магнитной

пластины, подобный таковому, изображенному на рис. 6.9. Здесь
рис. 6.12, а соответствует малой величине обменного взаимодействия,
а рис. 6.12, б — большой его величине.
Важным свойством обменного взаимодействия при неоднородном

распределении намагниченности является стремление эту неоднород-
ность убрать или, во всяком случае, максимально уменьшить. Это мож-
но видеть из общей формы записи плотности энергии обменного вза-
имодействия [4, стр. 108, форм. (5.58)–(5.60)], которая прямо пропор-
циональна квадрату производной от намагниченности по координате.
Условие минимизации энергии требует уменьшения этой производной,
то есть более равномерного распределения намагниченности.
Будем полагать, что имеет место динамическое размагничивание,

то есть поверхность максимального отклонения намагниченности не
является плоской, а имеет два наклонных участка, прилегающие к по-
верхностям магнитной пластины. Из формы такой поверхности, пока-
занной в верхней части рис. 6.12, а, можно видеть, что намагничен-
ность распределена равномерно только в промежутке между точками R
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Рис. 6.12. Схема уменьшения поперечной длины волны при увеличении об-
менного взаимодействия: а — обменное взаимодействие малое, б — обменное

взаимодействие большое

и S (то есть между плоскостями MN и PQ на рис. 6.9), а вне
этих точек имеются наклонные участки, относительно распределения
намагниченности представляющие собой неоднородности. Обменное
взаимодействие стремится уменьшить эти неоднородности, то есть
расширить участок между точками R и S за счет уменьшения относи-
тельной высоты наклонных участков, как это показано на рис. 6.12, б.
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Можно полагать, что протяженность наклонных участков по оси Oy
не меняется, так как она определяется длиной волны вдоль этой оси.
В этом случае сжатие таких участков вдоль оси Ox означает увели-
чение их наклона. При этом, как видно из представленного несколько
ниже на рисунке разложения вектора k по координатам, поперечная
составляющая волнового числа k

(+)
x увеличивается. Такое увеличе-

ние k(+)
x соответствует уменьшению поперечной составляющей длины

волны λx, как это показано в нижней части рисунка.
Таким образом, увеличение обменного взаимодействия приводит

к увеличению поперечного волнового числа, что и требовалось пока-
зать в соответствии с третьим положением разд. 6.13.

Замечание. Следует заметить, что приведенное выше предположе-
ние о неизменности протяженности наклонных участков вдоль оси Oy,
не является бесспорным. Можно полагать, что значительное увеличе-
ние обменного взаимодействия может пересилить действие размагни-
чивания настолько, что такие участки вообще исчезнут и поверхность
максимального отклонения намагниченности примет вид, показанный
на рис. 6.9, а. Предварительная проверка, однако, показывает, что да-
же при увеличении константы обменного взаимодействия на порядок по
сравнению с таковой для ЖИГ, влияние размагничивания остается до-
статочно сильным, то есть можно полагать, что наклонные участки все
равно остаются, хотя и сильно прижимаясь к поверхностям пластины.
По-видимому, здесь борьба между обменом и размагничиванием подобна
таковой в пленках смешанных ферритов-гранатов, где доменная граница
при выходе на поверхность пленки испытывает «скручивание» [168,
стр. 124–126, рис. 8.9, рис. 8.10]. Более подробное рассмотрение этого
вопроса может явиться темой для отдельной задачи.

6.13.3. Роль жесткости системы

В предыдущих разделах показана возможность изменения попереч-
ного волнового числа за счет изменения формы поверхности макси-
мального отклонения намагниченности.
Рассмотрим теперь другую возможность изменения поперечного

волнового числа, происходящую из аналогии с механическими колеба-
ниями.
В основе волнового процесса в общем случае лежат колебания

намагниченности вокруг равновесного положения. Проводя аналогию
с механикой, можно считать, что любые колебания представляют собой
периодический переход энергии колеблющейся системы от потенци-
ального состояния к кинетическому, причем в основе первого лежит
возвращающая (противодействующая смещению) сила, а в основе вто-
рого — инертная масса.
В магнитном случае равновесное положение состоит в полностью

однородной ориентации намагниченности. В отсутствие обмена это
положение задается внешним полем, полем анизотропии формы или
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магнитной кристаллографической анизотропии. При отклонении намаг-
ниченности от этого равновесного состояния возникает поле размагни-
чивания, стремящееся вернуть ее в это состояние. То есть имеет место
возвращающая сила.
При наличии обменного взаимодействия однородное равновесное

состояние обеспечивается силами обмена, стремящимися выстроить
намагниченность во всем пространстве в одном направлении. При
локальном отклонении намагниченности от этого равновесного состоя-
ния, возникает сила обменного взаимодействия, стремящаяся вернуть
намагниченность в это состояние.
Таким образом, в обоих случаях, как в случае размагничивания,

так и в случае обменного взаимодействия, при отклонении намагни-
ченности от равновесного состояния возникает возвращающая сила,
стремящаяся вернуть ее в это состояние. При этом, чем больше раз-
магничивание или обмен, тем возвращающая сила больше.
Можно образно считать, что увеличение как размагничивания, так

и обмена приводит к «стеснению» отклонения намагниченности от рав-
новесного состояния. В случае однородных колебаний такое «стеснение»
должно приводить к увеличению частоты собственных колебаний си-
стемы как целого. Однако для протяженного объекта, например типа
струны, можно полагать, что «стеснение» отклонения намагниченно-
сти эквивалентно увеличению продольной жесткости системы. В бо-
лее жесткой системе скорость распространения волны увеличивается,
то есть длина волны растет, так что волновое число уменьшается.
То есть увеличение размагничивания или обмена должно приводить
к уменьшению продольного волнового числа. При этом, в силу опреде-
ленной пропорциональности (например, для размагничивания опреде-
ляемой формулами (6.185), (6.186)), поперечное волновое число также
должно уменьшаться.
С учетом данных, приведенных в разделах 6.13.1, 6.13.2, а также

в настоящем, можно полагать, что изменение поперечного волнового
числа при изменении как размагничивания, так и обмена подвержено
влиянию двух факторов, а именно: изменению конфигурации поверхно-
сти максимального отклонения намагниченности и изменению жестко-
сти системы, действующих в противоположных направлениях. То есть
результирующее изменение волнового числа должно определяться ком-
промиссом между этими факторами. Из рассмотрения зависимостей
поперечного волнового числа от величины параметров размагничива-
ния и обмена можно полагать, что преобладающим является первый
фактор, то есть изменение конфигурации поверхности максимального
отклонения намагниченности.
Следует отметить, что более подробное рассмотрение вопроса о вза-

имном соотношении обоих факторов, в том числе на модельном уровне,
может явиться предметом для отдельной задачи.
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6.14. Дисперсионное соотношение

Настоящий раздел является непосредственным продолжением преды-
дущего, направленным на получение дисперсионного соотношения для
поверхностной волны типа Дэймона–Эшбаха с учетом как размагничи-
вания, так и неоднородного обмена. Расчет дисперсионного соотношения
в большей части аналогичен выполненному в гл. 5 для случая размагни-
чивания без обмена, однако учет обменного взаимодействия накладыва-
ет ряд особенностей, поэтому приведем его здесь достаточно подробно.

6.14.1. Общая структура компонент тензора магнитной
проницаемости

Главной средой для распространения волны является пластина,
обладающая магнитными свойствами, поэтому начнем рассмотрение
с получения тензора магнитной проницаемости ее материала.
Следуя работе [32], будем полагать тензор магнитной проницаемо-

сти в виде:

(6.241)

В работе [32] показано, что для частного случая распространения
волны вдоль оси Oy, то есть при условии:

kz = 0, (6.242)

компоненты μ1, μ2, ν1, ν2 тензора (6.241), а также необходимый да-
лее параметр ν, с учетом размагничивания и обмена, определяются
выражениями (6.128)–(6.132) с учетом (6.126) (6.127), (6.119), а так-
же (6.23)–(6.25) и (6.21).
В силу двойственности поперечного волнового числа k(±)

x , компо-
ненты тензора μ1, μ2, ν1, ν2 также будут иметь двойственный характер.
В разделах 6.17–6.19 будет выполнен их подробный расчет сначала
при kx → k

(+)
x , а затем при kx → k

(−)
x .

6.14.2. Общая постановка задачи о распространении
поверхностной волны

Обратимся теперь к общей постановке задачи о распространении
поверхностной волны в геометрии, представленной на рис. 5.1.
Условия магнитостатики, имеющие вид:

rotH = 0; (6.243)
div B = 0, (6.244)

где:
B = H + 4πM, (6.245)
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позволяют ввести, подобно (2.53), потенциал ψ для переменного поля
такой, что:

h = gradψ =
{
∂ψ

∂x
,
∂ψ

∂y
,
∂ψ

∂z

}
. (6.246)

Подобно (5.181)–(5.187), запишем систему уравнений и граничных
условий для потенциалов в трех областях, показанных на рис. 5.1,
а также на границах между ними.
Уравнения:

область 1 — вне феррита (уравнение Пуассона):

∂2ψ1

∂x2
+ ∂2ψ1

∂y2
+ ∂2ψ1

∂z2
= 0; (6.247)

область 2 — внутри феррита (уравнение Уокера):

μ1
∂2ψ

∂x2
+ μ2

∂2ψ

∂y2
+ ν

∂2ψ

∂x∂y
+ ∂2ψ

∂z2
= 0; (6.248)

область 3 — вне феррита (уравнение Пуассона):

∂2ψ3

∂x2
+ ∂2ψ3

∂y2
+ ∂2ψ3

∂z2
= 0. (6.249)

Граничные условия:

μ1
∂ψ2
∂x

+ ν1
∂ψ2
∂y

∣∣∣
x=− d

2

= ∂ψ1
∂x

∣∣∣
x=− d

2

; (6.250)

μ1
∂ψ2
∂x

+ ν1
∂ψ2
∂y

∣∣∣
x=

d
2

= ∂ψ3
∂x

∣∣∣
x=

d
2

; (6.251)

ψ2|x=− d
2

= ψ1|x=− d
2
; (6.252)

ψ2|x=
d
2

= ψ3|x=
d
2
. (6.253)

В этих выражениях параметры μ1, μ2, ν1, ν2, а также ν, представ-
ляющие собой компоненты тензора магнитной проницаемости (6.241)
при наличии размагничивания и обмена, определяются выражения-
ми (6.128)–(6.132) с учетом (6.126) (6.127), (6.119), а также (6.23)–
(6.25) и (6.21).

6.14.3. Решение общей задачи методом разделения переменных

Согласно методу разделения переменных, потенциалы могут быть
представлены в виде:

ψ1 = X1Y Z; (6.254)
ψ2 = X2Y Z; (6.255)
ψ3 = X3Y Z, (6.256)

где X1,2,3 зависят только от x, Y — только от y и Z — только от z.
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Замечание. Следует заметить, что применение метода разделения
переменных к уравнениям типа Пуассона (6.247) и (6.249) является
классическим приемом решения подобных уравнений, подробно разо-
бранном, например, в учебной монографии [207]. Некоторые особенно-
сти имеет лишь уравнение Уокера (6.248), содержащее смешанную про-
изводную по x и y, затрудняющую разделение переменных по классике.
Метод решения уравнения такого типа, использованный в работе [31],
подробно описан в монографии [4, на стр. 73–75]. Учитывая опреде-
ленную ограниченность использованного в работе [31] приема, в той
же монографии [4, на стр. 75–84] приведена подробная методология
более универсального и полного решения подобных уравнений. Здесь
методика решения таких уравнений в конспективном виде приведена
в разд. 2.8.

Полное решение задачи для потенциалов во всех трех областях
имеет вид (5.222)–(5.226):

часть решения, зависящая только от x:

X1 = Aeke
xx; (6.257)

X2 = A2e
k(+)

x x +B2e
k(−)

x x; (6.258)

X3 = Be−ke
xx; (6.259)

часть решения, зависящая только от B2 и B, одинаковая во всех
областях:

Y = e−ikyy; (6.260)

Z = e−ikzz, (6.261)

причем выполняется соотношение (5.227):

(ke
x)2 = k2y + k2z. (6.262)

Произвольные коэффициенты A, A2, B2, B можно определить путем
подстановки решения (6.254)–(6.256) с учетом (6.257)–(6.262) в гра-
ничные условия (6.250)–(6.253). Требование нетривиальности решения
получаемой при этом системы уравнений и даст искомое дисперсионное
соотношение.

6.14.4. Вывод дисперсионного соотношения из решения
и граничных условий

Итак, для вычисления дисперсионного соотношения все подгото-
вительные действия выполнены. Решение исходной задачи представ-
лено в виде потенциалов (6.254)–(6.256), явный вид которых опре-
деляется формулами (6.257)–(6.261). Для получения дисперсионно-
го соотношения это решение следует подставить в граничные усло-
вия (6.250)–(6.253).
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Такая подстановка приводит к системе уравнений для коэффициен-
тов A, A2, B2, B:

−Ake
xe

−δ +A2ε
(+)e−ρ(−)

+B2ε
(−)e−ρ(−)

= 0; (6.263)

A2ε
(+)eρ(+)

+B2ε
(−)eρ(−)

+Bke
xe

−δ = 0; (6.264)

−Ae−δ +A2e
−ρ(+)

+B2e
−ρ(−)

= 0; (6.265)

A2e
ρ(+)

+B2e
ρ(−) −Be−δ = 0, (6.266)

где введены вспомогательные обозначения:

ρ(+) = k(+)
x d

2
; (6.267)

ρ(−) = k(−)
x d

2
; (6.268)

δ = ke
xd

2
, (6.269)

а также:

ε(+) = μ1k
(+)
x − iν1ky; (6.270)

ε(−) = μ1k
(−)
x − iν1ky. (6.271)

При этом величины k(+)
x и k(−)

x определяются по методике, описанной
далее в разд. 6.15–6.15.3.
Условием существования ненулевого решения системы (6.263)–

(6.266) является равенство нулю ее определителя, имеющего вид:

(6.272)

Раскрывая этот определитель и приравнивая его к нулю, получаем:

дисперсионное соотношение в окончательном виде:

e

(
ρ(+)−ρ(−)

)
− e−

(
ρ(+)−ρ(−)

)
e
(

ρ(+)−ρ(−)
)

+ e−
(

ρ(+)−ρ(−)
) =

ke
x

(
ε(−) − ε(+))

(ke
x)2 − ε(+)ε(−)

, (6.273)

где входящие в это выражение величины ρ(±) и ε(±) определяются
формулами (6.267)–(6.271).
Можно видеть, что это выражение по форме совпадает с получен-

ным в разд. 5.8 соотношением (5.261), однако отличие состоит в том,
что там дисперсионное соотношение получено с учетом только раз-
магничивания, тогда как здесь, кроме размагничивания, учтено также
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неоднородное обменное взаимодействие, приводящее к существенно
отличающимся от полученных в разд. 5.8 составляющих этого соотно-
шения.

6.15. Общая структура компонент поперечного
волнового числа

Главной особенностью, отличающей полученное решение (6.269)–
(6.273) от классического, приведенного в работах [114, 1, стр. 50–76],
[2, стр. 29–36], является потенциал X2 внутри ферритовой пласти-
ны (6.258), представляющий собой сумму экспонент с комплексными
показателями k(+)

x и k(−)
x . Показатели этих экспонент получаются, как

два возможных решения уравнения Уокера (6.248), содержащего упо-
мянутую выше смешанную производную, а их комплексный характер
обусловлен именно смешанным видом этой производной.
Компоненты поперечного волнового числа k(+)

x и k(−)
x , будучи ком-

плексными и отличаясь лишь знаком, содержат одинаковые по абсо-
лютной величине действительную и мнимую части, так что имеют
вид (6.183), (6.184):

k(+)
x = kd + ikm; (6.274)

k(−)
x = −kd − ikm, (6.275)

где kd и km — действительные.
Получение действительной и мнимой компонент поперечного вол-

нового числа kd и km в случае отсутствия обменного взаимодействия
и при его наличии, осуществляется принципиально различными метода-
ми. Этот вопрос подробно рассмотрен в предыдущих разделах, поэтому
здесь приведем лишь краткую сводку полученных там результатов.

6.15.1. Компоненты поперечного волнового числа в отсутствие
обмена

Согласно разд. 6.8, в отсутствие обмена разрешение уравнения
Уокера приводит к биквадратному уравнению, которое может быть
решено аналитически. Получающиеся решения для kd и km имеют
вид (6.185), (6.186)):

kd = 1√
2

√√√√1+

√
1−
(

β

Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)

)2
· ky; (6.276)

km = 1√
2

√√√√1−
√
1−
(

β

Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)

)2
· ky, (6.277)

где параметр размагничивания β определяется формулой (6.187), а нор-
мированные частоты Ω и ΩH — формулами (6.23), (6.24).
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6.15.2. Компоненты поперечного волнового числа при наличии
обменного взаимодействия

Согласно разд. 6.9, при наличии обмена разрешение уравнения
Уокера приводит к комплексному уравнению восьмой степени, кото-
рое допускает представление в виде системы двух уравнений восьмой
степени, имеющих действительный характер. Анализ предельных пе-
реходов к случаю отсутствия обмена и реализуемому в эксперименте
классическому решению задачи Дэймона–Эшбаха позволяет выбрать
из двух уравнений системы одно, допускающее два решения, одно
из которых дает значение kd, а другое — значение km, выраженные
через постоянные параметры Ω, ΩH , β с текущим параметром ky.
То есть появляется возможность выражения обеих, действительной
и мнимой составляющих поперечного волнового числа k(+)

x (или k(−)
x ,

что эквивалентно, согласно (6.274) и (6.275)).
Такое «разрешающее» уравнение, полученное в разд. 6.9, имеет

вид (6.230):

g8c8b + g6c6b + g4c4b + g2ac2b + g2bc2a = 0, (6.278)

где коэффициенты g, определяемые параметрами материала и продоль-
ным волновым числом ky, имеют вид (6.203)–(6.207), с учетом (6.216),
(6.218), (6.220)–(6.222).
Поиск нуля этой функции приводит к двум значениям неизвест-

ной ξ, как раз соответствующим значениям компонент поперечного
волнового числа kd и km. Эти два значения представлены точками А
и В прохождения через нуль кривой 1 на рис. 6.7. Более подробно
процедура поиска нуля рассмотрена выше в разд. 6.9 с помощью
алгоритма, приведенного в разд. 6.9.1.
Таким образом, требуемые решением (6.258) значения k(+)

x и k(−)
x

могут быть выражены в виде функций от ky в соответствии с выра-
жениями (6.274) и (6.275), где в отсутствие обмена значения kd и km
определяются по формулам (6.276) и (6.277), а при наличии обме-
на — из численного решения уравнения (6.278) методом поиска нуля
по обобщенной переменной ξ, роль которой выполняет km в случае
задания km и установления kd через ky по формуле (6.276).

6.15.3. Последовательность расчета компонент поперечного
волнового числа при наличии обмена

С целью удобства алгоритмизации при машинном расчете приведем
последовательность шагов решения уравнения (6.278).
Шаг №1.
Задание начальных параметров Q, ΩH , d, Ω а также ap.
Шаг №2.
Задание значения ky.
Шаг №3.
Вычисление параметра β по формуле (6.187).
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Шаг №4.
Вычисление значения kd в соответствии с формулой (6.276).
Шаг №5.
Путем пошагового увеличения переменной x от нуля определение

значения ξ, при котором знак функции (6.278) изменяется. Это значе-
ние ξ соответствует искомой величине km.
Шаг №6.
Путем пошагового увеличения переменной ξ от значения, найден-

ного на шаге №5, определение значения ξ, при котором знак функ-
ции (6.278) изменяется. Это значение ξ соответствует искомой вели-
чине kd.
Шаг №7.
Вывод полученных значений km и kd.
Таким образом, при заданном значении ky получается пара зна-

чений km и kd. Эта пара значений соответствует частоте Ω (при
условии, что задана частота ΩH). По полученной паре в соответствии
с формулами (6.274), (6.275) находятся значения k(+)

x и k(−)
x , которые

используются далее при вычислении дисперсионного соотношения.

6.16. Общая схема получения закона дисперсии

Нахождение закона дисперсии предполагает определение функци-
ональной зависимости частоты Ω от продольного волнового числа ky.
При этом такие параметры как Q, ΩH , d предполагаются заданны-
ми изначально как определяемые материалом и геометрией пластины,
а также приложенным постоянным полем. Параметр αp (при условии
0 � αp � 0,1) в известной степени остается свободным, то есть может
быть использован как подгоночный параметр при сравнении с экспе-
риментом, однако при конкретном решении задачи его также следует
считать заданным.
В разд. 6.15.1–6.15.3 показано, что входящие в (6.276), (6.277) дей-

ствительная и мнимая компоненты поперечного волнового числа kd и km
однозначно определяются исходными параметрами задачи в сочетании
с заданной величиной продольного волнового числа ky. То есть при
условии задания ky величины kd и km также можно считать задан-
ными.
Таким образом, выражение (6.273) представляет собой уравнение,

содержащее две остающиеся не определенными заранее величины:
Ω и ky. То есть задание ky превращает его в уравнение относительно
только одной неизвестной величины — частоты Ω.
Решение такого уравнения относительно Ω при варьировании ве-

личины ky в пределах, требуемых условиями задачи, даст функци-
ональную зависимость Ω от ky. Именно такая зависимость и будет
представлять собой искомый закон дисперсии поверхностной волны
типа Дэймона–Эшбаха с учетом размагничивания и обмена.
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Итак, при нахождении закона дисперсии будем полагать изначально
заданными исходные параметры задачи, такие как Q, ΩH , d, а так-
же αp. При этом действительную и мнимую компоненты поперечного
волнового числа kd и km при условии задания величины ky также
будем считать известными. Таким образом, важнейшей задачей ста-
новится выражение дисперсионного соотношения (6.273) через эти
компоненты kd и kx.
Из структуры соотношения (6.273) видно, что оно определяется

через параметры (6.267)–(6.271), содержащие в свою очередь компо-
ненты поперечного волнового числа k(+)

x и k(−)
x , а также компоненты

тензора магнитной проницаемости μ1 и ν1. Эти компоненты тензора за
счет двойственности поперечного волнового числа, также имеют двой-
ственный характер, то есть должны записываться в виде: μ(±)

1 и ν(±)
1 .

Относительно k(+)
x и k(−)

x можно видеть, что их выражение через kd
и km тривиально просто и дается формулами (6.275), (6.276). Однако
выражение μ(±)

1 и ν(±)
1 через те же kd и km является значительно более

сложной задачей, которой и займемся в первую очередь.

6.17. Получение компонент тензора проницаемости
и промежуточных параметров

Из предыдущего рассмотрения следует, что закон дисперсии тре-
бует учета двойственности поперечного волнового числа. То есть все
компоненты тензора проницаемости и промежуточных параметров так-
же будут иметь двойственный характер. Поэтому сначала обратимся
к вычислению этих величин с учетом двойственности волнового числа.

6.17.1. Компоненты тензора проницаемости при kx → k(+)
x

В качестве первого этапа получим μ(+)
1 и ν(+)

1 при kx → k
(+)
x , опре-

деляемом выражением (6.274), причем для упрощения записи верхний
индекс (+) опустим.
Найдем сначала некоторые промежуточные выражения:

k2x =
(
k2d − k2m

)
+ i2kdkm. (6.279)

При этом:
k2x + k2y =

(
k2d − k2m + k2y

)
+ i2kdkm. (6.280)

Введем обозначения:

k2p = k2d − k2m + k2y; (6.281)

k2r = 2kdkm. (6.282)

С этими обозначениями выражение (6.280) принимает вид:

k2x + k2y = k2p + ik2r. (6.283)



6.17. Получение компонент тензора проницаемости 343

Найдем дробь, входящую в числитель выражения (6.128), подстав-
ляя (6.283) и выделяя действительную и мнимую части. Для удобства
алгоритмизации дадим этой дроби вспомогательное обозначение aμ.
То есть получаем:

aμ =
k2y

k2x + k2y
= gμd + igμm, (6.284)

где введены обозначения:

gμd =
k2pk

2
y

k4p + k4r
; (6.285)

gμm = − k2rk
2
y

k4p + k4r
. (6.286)

Аналогично найдем дробь, входящую в числитель выражения (6.130),
которой дадим вспомогательное обозначение aν :

aν =
kxky

k2x + k2y
= gνd + igνm, (6.287)

где введены обозначения:

gvd =
(
kdk

2
p + kmk

2
r

)
ky

k4p + k4r
; (6.288)

gvm =
( − kdk

2
r + kmk

2
p

)
ky

k4p + k4r
. (6.289)

Таким образом, выражение дробей, входящих в числители μ1 и ν1,
через kd, km и ky, выполнено, так что перейдем к выражению Ω21k и Ω20k
через те же параметры.
Согласно (6.126) и (6.127):

Ω20k = Ω2 − ΩHk(ΩHk + β); (6.290)

Ω21k = Ω2 − ΩHk(ΩHk + β + 1). (6.291)

Раскрывая скобки, получаем:

Ω20k = Ω2 − Ω2Hk − ΩHkβ; (6.292)

Ω21k = Ω2 − Ω2Hk − ΩHk(β + 1). (6.293)

Здесь, согласно (6.119):

ΩHk = ΩH +Q
(
k2x + k2y

)
. (6.294)

С помощью формулы (6.283), опять выделяя действительную и мнимую
части, получаем:

ΩHk = ΩHkd + iΩHkm, (6.295)
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где введены обозначения:

ΩHkd = ΩH +Qk2p; (6.296)

ΩHkm = Qk2r. (6.297)

Возводя (6.295) в квадрат, получаем:

Ω2Hk =
(
Ω2Hkd − Ω2Hkm

)
+ i2ΩHkdΩHkm. (6.298)

Подставляя (6.295) и (6.298) в (6.292), после чего выделяя действи-
тельную и мнимую части, получаем:

Ω20k = Ω20kd + iΩ20km, (6.299)

где введены обозначения:

Ω20kd = Ω2 − Ω2Hkd + Ω20km − βΩHkd; (6.300)

Ω20km = −ΩHkm(2ΩHkd + β). (6.301)

Аналогично, подставляя (6.295) и (6.298) в (6.293), после чего выделяя
действительную и мнимую части, получаем:

Ω21k = Ω21kd + iΩ21km, (6.302)

где введены обозначения:

Ω21kd = Ω2 − Ω2Hkd + Ω2Hkm − (β + 1)ΩHkd; (6.303)

Ω21km = −ΩHkm(2ΩHkd + β + 1). (6.304)

В формулы (6.128) и (6.131) для μ1 и ν1 величина Ω20k входит в зна-
менателе. Найдем обратную ей величину, пользуясь (6.299) и выделяя
действительную и мнимую части:

1

Ω20k
= zd + izm, (6.305)

где введены обозначения:

zd = Ω20kd

Ω40kd + Ω40km

; (6.306)

zm = Ω20km

Ω40kd + Ω40km

. (6.307)

Итак, все входящие в (6.128) и (6.131) величины при kx → k
(+)
x

получены через kd, km и ky, так что перейдем непосредственно к вы-

числению компонент тензора проницаемости μ(+)
1 и ν(+)

1 . Здесь и далее
при μ1 и ν1 веден верхний индекс (+) чтобы подчеркнуть, что эти
компоненты получены при значении поперечного волнового числа k(+)

x .
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Подставляя (6.302), (6.305) и (6.284) в (6.128), после чего также
выделяя действительную и мнимую части, получаем:

μ
(+)
1 = μ

(+)
1d + iμ

(+)
1m , (6.308)

где введены обозначения:

μ
(+)
1d =

(
Ω21kd − βgμd

)
zd − (Ω21km − βgμm

)
zm; (6.309)

μ
(+)
1m =

(
Ω21kd − βgμd

)
zm − (Ω21km − βgμm

)
zd, (6.310)

а входящие в эти формулы величины gμd и gμm определяются форму-
лами (6.285) и (6.286).
Аналогично, подставляя (6.295) и (6.287) в (6.131), получаем:

ν
(+)
1 = ν

(+)
1d + iν

(+)
1m , (6.311)

где введены обозначения:

ν
(+)
1d = Ωzm + β(gνdzd − gνmzm); (6.312)

ν
(+)
1m = −Ωzd + β(gνmzd + gνdzm), (6.313)

а входящие в эти формулы величины gνd и gνm определяются форму-
лами (6.288) и (6.289).
Таким образом, компоненты тензора проницаемости μ

(+)
1 и ν

(+)
1

определены через kd, km и ky, что и требуется для вычисления иско-
мого дисперсионного соотношения.

6.17.2. Последовательность расчета компонент тензора
проницаемости при kx → k(+)

x

С целью удобства алгоритмизации при машинном расчете приведем
последовательность шагов вычисления компонент тензора проницаемо-
сти μ(+)

1 и ν(+)
1 .

Шаг №1.
Задание начальных параметров Q, Ω, ΩH , d, а также αp.

Шаг №2.
Задание значения ky.

Шаг №3.
Вычисление параметра β по формуле (6.187).

Шаг №4.
Вычисление параметров kd и km в соответствии с методиками,

приведенными в разд. 6.15.1–6.15.3.

Шаг №5.
Вычисление параметров k2p и k

2
r по формулам (6.281) и (6.282).

Шаг №6.
Вычисление параметров gμd и gμm по формулам (6.285), (6.286).
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Шаг №7.
Вычисление параметров gνd и gνm по формулам (6.288), (6.289).

Шаг №8.
Вычисление параметров ΩHkd и ΩHkm по формулам (6.296)

и (6.297).

Шаг №9.
Вычисление параметров Ω20kd и Ω20km по формулам (6.300), (6.301).

Шаг №10.
Вычисление параметров Ω21kd и Ω21km по формулам (6.303), (6.304).

Шаг №11.
Вычисление параметров zd и zm по формулам (6.306),(6.307).

Шаг №12.
Вычисление параметров μ(+)

1d , μ
(+)
1m по формулам (6.309), (6.310).

Шаг №13.
Вычисление параметров ν(+)

1d , ν
(+)
1m по формулам (6.312), (6.313).

6.17.3. Компоненты тензора проницаемости при kx → k(−)
x

В качестве следующего этапа получим μ(−)
1 и ν(−)

1 при kx → k
(−)
x ,

определяемом выражением (6.275). Для этого повторим все выкладки
разд. 6.17.2, учитывая изменение знака kx при замене k

(+)
x на k(−)

x .
Индекс (–) также опустим.
Найдем сначала некоторые промежуточные выражения:

k2x =
(
k2d − k2m

)
+ i2kdkm. (6.314)

При этом:
k2x + k2y =

(
k2d − k2m + k2y

)
+ i2kdkm. (6.315)

Введем обозначения:

k2p = k2d − k2m + k2y; (6.316)

k2r = 2kdkm. (6.317)

С этими обозначениями выражение (6.315) принимает вид:

k2x + k2y = k2p + ik2r. (6.318)

Найдем дробь, входящую в числитель выражения (6.128), подстав-
ляя (6.318) и выделяя действительную и мнимую части. Для удобства
алгоритмизации дадим этой дроби вспомогательное обозначение aμ.
То есть получаем:

aμ =
k2y

k2x + k2y
= gμd + igμm, (6.319)
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где введены обозначения:

gμd =
k2pk

2
y

k4p + k4r
; (6.320)

gμm = − k2rk
2
y

k4p + k4r
. (6.321)

Аналогично найдем дробь, входящую в числитель выраже-
ния (6.131), которой дадим вспомогательное обозначение aν :

aν =
kxky

k2x + k2y
= gνd + igνm, (6.322)

где введены обозначения:

gvd = −
(
kdk

2
p + kmk

2
r

)
ky

k4p + k4r
; (6.323)

gvm = −
(− kdk

2
r + kmk

2
p

)
ky

k4p + k4r
. (6.324)

Таким образом, выражение дробей, входящих в числители μ1 и ν1,
через kd, km и ky, выполнено, так что перейдем к выражению Ω21k и Ω20k
через те же параметры.
Согласно (6.126) и (6.127) имеем:

Ω20k = Ω2 − ΩHk(ΩHk + β); (6.325)

Ω21k = Ω2 − ΩHk(ΩHk + β + 1). (6.326)

Раскрывая скобки, получаем:

Ω20k = Ω2 − Ω2Hk − ΩHkβ; (6.327)

Ω21k = Ω2 − Ω2Hk − ΩHk

(
β + 1). (6.328)

Здесь, согласно (6.119):

ΩHk = ΩH +Q
(
k2x + k2y

)
. (6.329)

С помощью формулы (6.318), опять выделяя действительную и мни-
мую части, получаем:

ΩHk = ΩHkd + iΩHkm, (6.330)

где введены обозначения:

ΩHkd = ΩH +Qk2p; (6.331)

ΩHkm = Qk2r. (6.332)

Возводя (6.330) в квадрат, получаем:

Ω2Hk =
(
Ω2Hkd − Ω2Hkm

)
+ i2ΩHkdΩHkm. (6.333)
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Подставляя (6.330) и (6.333) в (6.327), после чего, выделяя действи-
тельную и мнимую части, получаем:

Ω20k = Ω20kd + iΩ20km, (6.334)

где введены обозначения:

Ω20kd = Ω2 − Ω2Hkd + Ω20km − βΩHkd; (6.335)

Ω20km = −ΩHkm(2ΩHkd + β). (6.336)

Аналогично, подставляя (6.330) и (6.333) в (6.328), после чего выделяя
действительную и мнимую части, получаем:

Ω21k = Ω21kd + iΩ21km, (6.337)

где введены обозначения:

Ω21kd = Ω2 − Ω2Hkd + Ω2Hkm − (β + 1)ΩHkd; (6.338)

Ω21km = −ΩHkm(2ΩHkd + β + 1). (6.339)

В формулы (6.128) и (6.131) для μ1 и ν1 величина Ω20k входит в зна-
менателе. Найдем обратную ей величину, пользуясь (6.334) и выделяя
действительную и мнимую части:

1

Ω20k
= zd + izm, (6.340)

где введены обозначения:

zd = Ω20kd

Ω40kd + Ω40km

; (6.341)

zm = Ω20km

Ω40kd + Ω40km

. (6.342)

Итак, все входящие в (6.128) и (6.131) величины при kx → k
(−)
x

получены через kd, km и ky, так что перейдем непосредственно к вы-

числению компонент тензора проницаемости μ(−)
1 и ν(−)

1 . Здесь и далее
при μ1 и ν1 веден верхний индекс (–) чтобы подчеркнуть, что эти
компоненты получены при значении поперечного волнового числа k(−)

x .
Подставляя (6.337), (6.340) и (6.319) в (6.128), после чего выделяя

действительную и мнимую части, получаем:

μ
(−)
1 = μ

(−)
1d + iμ

(−)
1m , (6.343)

где введены обозначения:

μ
(−)
1d =

(
Ω21kd − βgμd

)
zd − (Ω21km − βgμm

)
zm; (6.344)

μ
(−)
1m =

(
Ω21kd − βgμd

)
zm − (Ω21km − βgμm

)
zd, (6.345)

а входящие в эти формулы величины gμd и gμm определяются форму-
лами (6.285) и (6.286).
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Аналогично, подставляя (6.340) и (6.322) в (6.131), получаем:

ν
(−)
1 = ν

(−)
1d + iν

(−)
1m , (6.346)

где введены обозначения:

ν
(−)
1d = Ωzm + β(gνdzd − gνmzm); (6.347)

ν
(−)
1m = −Ωzd + β(gνmzd + gνdzm

)
, (6.348)

а входящие в эти формулы величины gνd и gνm определяются форму-
лами (6.323) и (6.324).
Таким образом, компоненты тензора проницаемости μ

(−)
1 и ν

(−)
1

определены через kd, km и ky, что и требуется для вычисления иско-
мого дисперсионного соотношения.

6.17.4. Последовательность расчета компонент тензора
проницаемости при kx → k(−)

x

С целью удобства алгоритмизации при машинном расчете приведем
последовательность шагов вычисления компонент тензора проницаемо-
сти μ(−)

1 и ν(−)
1 .

Шаг №1.
Задание начальных параметров Q, Ω, ΩH , d, а также αp.
Шаг №2.
Задание значения ky.
Шаг №3.
Вычисление параметра β по формуле (6.187).
Шаг №4.
Вычисление параметров kd и km в соответствии с методиками,

приведенными в разд. 6.15.1–6.15.3.
Шаг №5.
Вычисление параметров k2p и k

2
r по формулам (6.316) и (6.317).

Шаг №6.
Вычисление параметров gμd и gμm по формулам (6.320), (6.321).
Шаг №7.
Вычисление параметров gνd и gνm по формулам (6.323), (6.324).
Шаг №8.
Вычисление параметров ΩHkd и ΩHkm по формулам (6.331)

и (6.332).
Шаг №9.
Вычисление параметров Ω20kd и Ω20km по формулам (6.335), (6.336).
Шаг №10.
Вычисление параметров Ω21kd и Ω21km по формулам (6.338), (6.339).
Шаг №11.
Вычисление параметров zd и zm по формулам (6.341), (6.342).
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Шаг №12.
Вычисление параметров μ(−)

1d , μ
(−)
1m по формулам (6.344), (6.345).

Шаг №13.
Вычисление параметров ν(−)

1d , ν
(−)
1m по формулам (6.347), (6.348).

6.17.5. Промежуточные параметры ε(+) и ε(−)

Дисперсионное соотношение (6.273) содержит промежуточные па-
раметры ε(+) и ε(−), в которые в качестве составляющих частей входят
компоненты тензора проницаемости μ

(±)
1 и ν

(±)
1 . Обратимся теперь

к нахождению этих параметров.
Сначала обратимся к вычислению выражения ε(+), согласно (6.270),

имеющему вид:
ε(+) = μ

(+)
1 k(+)

x − iν
(+)
1 ky. (6.349)

Для этого (6.308), (6.311), а также (6.274) следует подставить
в (6.349). Выполняя подстановку и выделяя действительную и мнимую
части, получаем:

ε(+) = ε
(+)
d + iε(+)

m , (6.350)

где введены обозначения:

ε
(+)
d = μ

(+)
1d kd − μ

(+)
1m km + ν

(+)
1m ky; (6.351)

ε(+)
m = μ

(+)
1d km + μ

(+)
1m kd − ν

(+)
1d ky. (6.352)

Здесь веден верхний индекс «(+)» чтобы подчеркнуть, что величи-
на ε(+) получена при значении поперечного волнового числа k

(+)
x ,

определяемом формулой (6.274).
Теперь обратимся к вычислению выражения ε(−), согласно (6.271),

имеющему вид:
ε(−) = μ

(−)
1 k(−)

x − iν
(−)
1 ky. (6.353)

Для этого (6.343), (6.346), а также (6.315) следует подставить
в (6.353). Выполняя подстановку и выделяя действительную и мнимую
части, получаем:

ε(−) = ε
(−)
d + iε(−)

m , (6.354)

где введены обозначения:

ε
(−)
d = −μ(−)

1d kd + μ
(−)
1m km + ν

(−)
1m ky; (6.355)

ε(−)
m = −μ(−)

1d km − μ
(−)
1m kd − ν

(−)
1d ky. (6.356)

Здесь веден верхний индекс (–) чтобы подчеркнуть, что величи-
на ε(−) получена при значении поперечного волнового числа k

(−)
x ,

определяемом формулой (6.275).
Поскольку компоненты тензора проницаемости μ(+)

1 и ν(+)
1 , согласно

данным разд. 6.17.1–6.17.4, определены через компоненты волновых



6.18. Схема структуры дисперсионного соотношения 351

чисел kd, km и ky, то и здесь параметры ε
(+) и ε(−), а также соответ-

ственно их действительные и мнимые части, определены через те же
компоненты волновых чисел kd, km и ky.

6.17.6. Последовательность расчета промежуточных
параметров ε(+) и ε(−)

С целью удобства алгоритмизации при машинном расчете приве-
дем последовательность шагов вычисления промежуточных парамет-
ров ε(+) и ε(−).
Шаг №1.
Задание начальных параметров Q, Ω, ΩH , d, а также αp.
Шаг №2.
Задание значения ky.
Шаг №3.
Вычисление параметра β по формуле (6.187).
Шаг №4.
Вычисление параметров kd и km в соответствии с методиками,

приведенными в разд. 6.15.1–6.15.3.
Шаг №5.
Вычисление параметров μ(+)

1d , μ
(+)
1m , ν

(+)
1d , ν

(+)
1m по методике, приве-

денной в разд. 6.17.1, 6.17.2.
Шаг №6
Вычисление параметров ε(+)

d , ε(+)
m по формулам (6.351), (6.352).

Шаг №7.
Вычисление параметров μ(−)

1d , μ
(−)
1m , ν

(−)
1d , ν

(−)
1m по методике, приве-

денной в разд. 6.17.3, 6.17.4.
Шаг №8
Вычисление параметров ε(−)

d , ε(−)
m по формулам (6.355), (6.356).

6.18. Схема структуры дисперсионного соотношения
Теперь, когда промежуточные параметры получены, обратимся

непосредственно к вычислению дисперсионного соотношения.
Полученное в разд. 6.14.4 дисперсионное соотношение (6.273),

имеет общий вид:

e

(
ρ(+)−ρ(−)big) − e−

(
ρ(+)−ρ(−)

)
e

(
ρ(+)−ρ(−)

)
+ e−

(
ρ(+)−ρ(−)

) =
ke

x

(
ε(−) − ε(+))(

ke
x

)2 − ε(+)ε(−)
. (6.357)

Можно видеть, что в него входят требующие определения парамет-
ры ρ(±), ke

x и ε
(±).

При принятом в разд. 6.14.1 условии kz = 0 (формула (6.242))
внешнее волновое число ke

x равно ky (формула (2.159) при kz = 0).
Величины ρ(±) определяются формулами (6.267), (6.268) через волно-
вые числа k

(±)

x , которые, в соответствии с формулами (6.274), (6.275),
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определяются через компоненты поперечного волнового числа kd и km,
являющиеся действительными. Параметры ε(±), в соответствии с дан-
ными разделов 6.17.5, 6.17.6, а также разделов 6.17.1–6.17.4 опре-
деляются теми же компонентами kd и km. Параметр размагничива-
ния β определяется величиной ky в соответствии с формулой (6.187),
содержащей свободный параметр αp, который является постоянным.
Действительная и мнимая компоненты поперечного волнового числа kd
и km в соответствии с разд. 6.15.1–6.15.3, при заданных параметрах
материала, геометрии и поля также выражаются через ky.
Таким образом, все входящие в соотношение (6.357) (или (6.273))

величины теперь определены двумя видами параметров: постоянными,
задаваемыми материалом пластины, внешним полем и геометрией за-
дачи, каковыми являются Q, ΩH , d, а также переменными, такими
как частота Ω и продольное волновое число ky. То есть дисперсионное
соотношение теперь обеспечивает связь между двумя переменными
параметрами: частотой Ω и продольным волновым числом ky, что и дает
искомый закон дисперсии, к выводу которого и обратимся далее.
Ввиду высокой сложности полученного соотношения (6.357), вы-

полним рассмотрение его левой и правой частей по отдельности.

6.18.1. Левая часть дисперсионного соотношения

Рассмотрим сначала левую часть дисперсионного соотноше-
ния (6.357):

U = e

(
ρ(+)−ρ(−)

)
− e−

(
ρ(+)−ρ(−)

)
e

(
ρ(+)−ρ(−)

)
+ e−

(
ρ(+)−ρ(−)

) . (6.358)

Здесь параметры ρ(+) и ρ(−) определяются формулами (6.267) и (6.268)

ρ(+) = k(+)
x d

2
; (6.359)

ρ(−) = k(−)
x d

2
, (6.360)

где входящие в них величины k(+)
x и k(−)

x определяются в соответствии
с формулами (6.274) и (6.275):

k(+)
x = kd + ikm; (6.361)

k(−)
x = −kd − ikm, (6.362)

где kd и km — действительные.
Пользуясь (6.359) и (6.360) с учетом (6.361) и (6.362), находим

показатели экспонент в выражении (6.358):(
ρ(+) − ρ(−)

)
= (kd + ikm)d; (6.363)

−(ρ(+) − ρ(−)
)

= −(kd + ikm)d, (6.364)
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так что экспоненты принимают вид:

e
(
ρ(+)−ρ(−)

)
= edkd cos(dkm) + iedkd sin(dkm); (6.365)

e−
(
ρ(+)−ρ(−)

)
= e−dkd cos(dkm) − ie−dkd sin(dkm). (6.366)

Числитель дроби выражения (6.358) принимает вид:

e
(
ρ(+)−ρ(−)

)
− e−

(
ρ(+)−ρ(−)

)
=

=
(
edkd − e−dkd

)
cos(dkm) + i

(
edkd + e−dkd

)
sin(dkm). (6.367)

Знаменатель той же дроби принимает вид:

e
(
ρ(+)−ρ(−)

)
+ e−

(
ρ(+)−ρ(−)

)
=

=
(
edkd + e−dkd

)
cos(dkm) + i

(
edkd − e−dkd

)
sin(dkm). (6.368)

Введем обозначения:

A = edkd − e−dkd ; (6.369)

B = edkd + e−dkd . (6.370)

С этими обозначениями (6.367) и (6.368) записываем в виде:

e
(
ρ(+)−ρ(−)

)
− e−

(
ρ(+)−ρ(−)

)
= A cos(dkm) + iB sin(dkm); (6.371)

e
(
ρ(+)−ρ(−)

)
+ e−(ρ(+)−ρ(−)) = B cos(dkm) + iA sin(dkm). (6.372)

Подставляя (6.371) и (6.372) в (6.358), освобождаясь от мнимости
в знаменателе и приводя подобные члены, получаем левую часть дис-
персионного соотношения в виде:

U = AB

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
− i

(A2 −B2) sin(dkm) cos(dkm)

A2 sin 2(dkm) +B2 cos2(dkm)
, (6.373)

где обе дроби являются действительными, A и B определяются фор-
мулами (6.369), (6.370), а kd и kmопределяются в соответствии с ме-
тодиками, описанными в разд. 6.15.1–6.15.3.
Таким образом, левая часть дисперсионного соотношения (6.358),

то есть параметр U , в выражении через kd и km получен в комплекс-
ном виде (6.373) с выделенными отдельно действительной и мнимой
частями.

6.18.2. Последовательность расчета левой части

С целью удобства алгоритмизации при машинном расчете приведем
последовательность шагов вычисления выражения (6.373).

Шаг №1.
Задание начальных параметров Q, Ω, ΩH , d.
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Шаг №2.
Задание значения ky.
Шаг №3.
Вычисление параметров kd и km в соответствии с методиками,

приведенными в разд. 6.15.1–6.15.3.
Шаг №4.
Вычисление параметров A и B по формулам (6.369) и (6.370).
Шаг №5.
Вычисление параметра U , представление его в комплексном виде

по формуле (6.373) с выделенными явно действительной и мнимой
частями.

Замечание. Здесь на шаге №1 предусмотрено задание частоты Ω,
которая, как отмечено в разд. 6.16, в конечном счете, должна быть
определена из решения полного дисперсионного уравнения (6.357)
(или (6.273)). Однако следует учитывать, что решение уравнения (6.357)
будет выполняться методом поиска нуля при задании величины ky
и пошаговом варьировании частоты Ω. Алгоритм такого поиска предпо-
лагает на каждом шаге задание частоты Ω, выполнение шагов №3–№6
приведенного выше алгоритма, после чего определение знака выраже-
ния (6.357). То есть именно момент изменения такого знака и будет
определять искомое значение частоты Ω.

6.18.3. Правая часть дисперсионного соотношения

Рассмотрим теперь правую часть дисперсионного соотношения
(6.357), имеющую вид:

V =
ke

x

(
ε(−) − ε(+))(

ke
x

)2 − ε(+)ε(−)
, (6.374)

где, в соответствии с (6.350) и (6.354):

ε(+) = ε
(+)
d + iε(+)

m ; (6.375)

ε(−) = ε
(−)
d + iε(−)

m , (6.376)

а ε
(+)
d , ε(+)

m , ε(−)
d , ε(−)

m определяются формулами (6.351), (6.352),
(6.355), (6.356) соответственно.
При этом из условия предельного перехода к классической зада-

че Дэймона–Эшбаха, соответствующего β → 0, при принятом усло-
вии kz = 0 (формула (6.242)), выполняется соотношение:

ke
x = ky, (6.377)

Подставляя (6.375), (6.376) и (6.377) в (6.374), выполняя в числи-
теле сложение и в знаменателе умножение, получаем:

V =
ky

[(
ε(−)

d − ε(+)
d

)
+ i
(
ε(−)

m − ε(+)
m

)]
k2y − (ε(+)

d ε(−)
d − ε(+)

m ε(−)
m

)− i
(
ε(+)

d ε(−)
m + ε(−)

d ε(+)
m

) . (6.378)
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Введем обозначения:

ud = ky

(
ε
(−)
d − ε

(+)
d

)
; (6.379)

um = ky

(
ε(−)
m − ε(+)

m

)
; (6.380)

vd = k2y − (ε(+)
d ε

(−)
d − ε(+)

m ε(−)
m

)
; (6.381)

vm = −(ε(+)
d ε(−)

m + ε
(−)
d ε(+)

m

)
. (6.382)

Подставляя (6.379)–(6.382) в (6.378) и разделяя действительную
и мнимую части, получаем правую часть дисперсионного соотношения
в виде:

V = udvd + umvm

v2d + v2m
+ i

−udvm + umvd

v2d + v2m
, (6.383)

где обе дроби являются действительными, а входящие в них парамет-
ры ud,m и vd,m определяются формулами (6.379)–(6.382).
Таким образом, правая часть дисперсионного соотношения (6.357),

то есть параметр V , в выражении через kd и km, получен в комплекс-
ном виде (6.383) с выделенными отдельно действительной и мнимой
частями.

6.18.4. Последовательность расчета правой части

С целью удобства алгоритмизации при машинном расчете приведем
последовательность шагов вычисления выражения (6.383).

Шаг №1.
Задание начальных параметров Q, Ω, ΩH , d, а также αp.

Шаг №2.
Задание значения ky.

Шаг №3.
Вычисление параметров kd и km в соответствии с методиками,

приведенными в разд. 6.15.1–6.15.3.

Шаг №4.
Вычисление параметра ke

x по формуле (6.377).

Шаг №5.
Вычисление параметров ε(+) и ε(−) в соответствии с методикой,

приведенной в разд. 6.17.5–6.17.6.

Шаг №6.
Вычисление параметров ud, um, vd, vm по формулам (6.379)–

(6.382).

Шаг №7.
Вычисление параметра V , представление его в комплексном виде

по формуле (6.383) с выделенными явно действительной и мнимой
частями.
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6.19. Действительная и мнимая части дисперсионного
соотношения

В предыдущих разделах получены левая и правая части диспер-
сионного соотношения (6.357) (или (6.273)), обе из которых имеют
комплексный характер.
Из полученных формул (6.373) и (6.383) можно видеть, что

их структура с точностью до обозначений совпадает со структурой
подобных формул (5.273) и (5.321). Это сделано намеренно для обеспе-
чения единства структуры приведенных здесь выкладок с выкладками
в предыдущей главе, однако не следует забывать, что формулы (6.373)
и (6.383) отличаются от формул (5.273) и (5.321) введением в рассмот-
рение неоднородного обменного взаимодействия.
Таким образом, учитывая внешнее сходство формул (6.373)

и (6.383) с подобными формулами гл. 5, выкладки, требуемые для полу-
чения дисперсионного соотношения в целом, также получаются весьма
похожими. Приведем их в несколько сжатом конспективном виде.
В соответствии с формулой (6.373), действительная и мнимая части

выражения U имеют вид:

Re(U) = AB

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
; (6.384)

Im(U) = (A2 −B2) sin(dkm) cos(dkm)

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
. (6.385)

В соответствии с формулой (6.383), действительная и мнимая части
выражения V имеют вид:

Re(V ) = udvd + umvm

v2d + v2m
; (6.386)

Im(V ) = −udvm + umvd

v2d + v2m
. (6.387)

После перенесения обеих частей выражения (6.357) на левую сторону,
действительная часть дисперсионного соотношения приобретает вид:

Wd = Re(U) − Re(V ), (6.388)

или:

Wd = AB

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
− udvd + umvm

v2d + v2m
; (6.389)

Соответственно мнимая часть дисперсионного соотношения принимает
вид:

Wm = Im(U) − Im(V ), (6.390)
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или:

Wm = (A2 −B2) sin(dkm) cos(dkm)

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
− −udvm + umvd

v2d + v2m
. (6.391)

Полное дисперсионное соотношение имеет вид:

Wd + iWm = 0. (6.392)

Равенство нулю такого комплексного выражения означает, что его дей-
ствительная и мнимая части по отдельности тоже равны нулю, то есть:

Wd = 0; (6.393)
Wm = 0, (6.394)

или в развернутом виде:

AB

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
− udvd + umvm

v2d + v2m
= 0; (6.395)

(A2 −B2) sin(dkm) cos(dkm)

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
− −udvm + umvd

v2d + v2m
= 0. (6.396)

Эти выражения дают два уравнения, каждое из которых по отдельно-
сти позволяет найти зависимость частоты Ω от волнового числа ky.

Замечание. Контрольная проверка, выполненная численным мето-
дом, показывает, что выражение (6.395) при β → 0 переходит в класси-
ческий закон дисперсии, соответствующий поверхностной волне Дэй-
мона–Эшбаха (2.207). Естественно полагать, что при β → 0 выраже-
ние (6.396) должно обращаться в нуль. Однако обращение в нуль этого
выражения имеет место только при значениях волнового числа, мень-
ших необходимого для учета размагничивания (меньших соответствую-
щего перегибу гиперболического тангенса в выражении (6.187) для β).
Если волновое число превышает эту величину, то выражение (6.396)
приобретает хотя и малое, но все же отличное от нуля значение.
Для случая отсутствия обмена этот вопрос обсуждался в разд. 5.10
(рис. 5.5), однако контрольная проверка показала, что введение обмена
ничего нового к сказанному там не добавляет.

6.19.1. Последовательность расчета действительной и мнимой
частей дисперсионного соотношения

Шаг №1.
Задание начальных параметров Q, Ω, ΩH , d.
Шаг №2.
Задание значения ky.
Шаг №3.
Вычисление параметров kd и km в соответствии с методиками,

приведенными в разд. 6.15.1–6.15.3.
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Шаг №4.
Вычисление левой U и правой V частей дисперсионного соот-

ношения, получаемых в соответствии с методиками, приведенными
в разд. 6.18.1–6.18.4.

Шаг №5.
Вычисление действительной Re(U) и мнимой Im(U) частей выра-

жения для U в соответствии с формулами (6.384) и (6.385).

Шаг №6.
Вычисление действительной Re(V ) и мнимой Im(V ) частей выра-

жения для V в соответствии с формулами (6.386) и (6.387).

Шаг №7.
Вычисление действительной Wd и Wm мнимой частей дисперси-

онного соотношения в соответствии с формулами (6.388) и (6.390),
а также (6.389) и (6.391).

Шаг №8.
Получение уравнений для действительной Wd и Wm мнимой ча-

стей дисперсионного соотношения в соответствии с формулами (6.393)
и (6.394), а также (6.395) и (6.396).

6.20. Общая схема получения закона дисперсии

Закон дисперсии представляет собой функциональную зависимость
между частотой Ω и продольным волновым числом ky, задаваемую
соотношением (6.357) (или (6.273)), определяемую решением уравне-
ний (6.395) и (6.396). В соответствии с данными разд. 5.10 (рис. 5.5),
закон дисперсии в области действительных, достаточно плавно меня-
ющихся значений частоты при плавном изменении волнового числа
(рис. 5.5, а) обеспечивает решение именно уравнения (6.395), в основе
которого лежит равенство нулю выражения Wd, определяемого форму-
лой (6.389).
В настоящей главе, подобно предыдущей, такое решение выпол-

нялось методом поиска нуля при пошаговом изменении продольного
волнового числа ky. При этом на каждом шаге по ky выполнялся
пошаговый проход по частоте Ω от нуля вверх с вычислением на
каждом шаге частоты знака выражения Wd до момента, когда знак
этого выражения менялся на противоположный. Получаемое при этом
значение частоты Ω принималось за искомое, соответствующее задан-
ному значению волнового числа ky. После этого выполнялся шаг по
волновому числу ky и снова осуществлялся поиск частоты, соответ-
ствующей изменению знакаWd. Такой пошаговый проход по волновому
числу давал функциональную зависимость частоты от волнового числа,
то есть искомый закон дисперсии.
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6.21. Примеры расчета закона дисперсии в реальных
ситуациях

Для того, чтобы продемонстрировать рассмотренные выше свойства
дисперсии магнитостатической волны с учетом обмена и размагничи-
вания, обратимся теперь к расчету законов дисперсии в ситуациях
реального эксперимента.

6.21.1. Классическая обменная волна в безграничном
пространстве и в тонкой пластине

Для того, чтобы иметь опорную точку, с которой будем сравни-
вать результаты проделанного в предыдущих разделах рассмотрения,
приведем сначала закон дисперсии для классической обменной волны,
традиционно рассматриваемой в безграничном пространстве.
Еще в пионерской работе Блоха 1930 года был установлен квадра-

тичный закон дисперсии обменных волн в свободном пространстве.

Замечание. Оригинальная работа Блоха в настоящее время яв-
ляется библиографической редкостью, однако ссылку на нее под но-
мером [254] можно найти в работе [42]. Краткое изложение теории
Блоха на квантовом языке содержится в фундаментальной моногра-
фии [39, стр. 115–124]. В приведенной в этой монографии форму-
ле (20.17) на стр. 121 с точностью до обозначений просматривается
квадратичная зависимость частоты обменной спиновой волны от ее
волнового числа. При этом также указывается на аналогию с волной
де-Бройля, по-видимому, наиболее доступное описание которой можно
найти в учебной монографии [261, стр. 143–145. форм. (141.6)]. Следу-
ет заметить, однако, что такая аналогия достаточно хорошо проходит
только при сравнительно небольшой величине волнового числа в соче-
тании с условием наличия массы покоя у спиновой волны, что требует
дополнительного обоснования.

В настоящей работе будем опираться на классический закон дис-
персии обменных волн в свободном пространстве, имеющий вид [42,
стр. 200, форм. (7.13)]:

ω = ηk2, (6.397)

где η — константа неоднородного обменного взаимодействия, свя-
занная с введенной выше константой q соотношением [42, стр. 199,
форм. (7.5)]:

η = γωM0q. (6.398)

В этих формулах, согласно [40, стр. 15, форм. (1.3)], положено γω =
= 1,7653 · 107 Э−1 · с−1, где под ω подразумевается круговая часто-
та. Чтобы получить линейную частоту f надо ω разделить на 2π.
При этом, разделяя γω на 2π, получаем традиционно используемое при
сравнении с экспериментом [1, гл. 3, 7] значение γf = 2,8 МГц · Э−1.
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В соответствии с [40, стр. 38, 39, форм. (3.7), (3.11)], поле, дей-
ствующее на намагниченность в безграничной среде, имеет вид:

H = H0 + h − 4π
k2

k(mk) − qk2m, (6.399)

где первое слагаемое — внешнее постоянное поле, второе — внешнее
переменное поле, третье — поле размагничивания и четвертое — поле
обменного взаимодействия.
В этом случае решение уравнения Ландау–Лифшица для волны,

распространяющейся перпендикулярно к направлению внешнего посто-
янного поля, дает частоту [40, стр. 39, форм. (3.1.6)]:

ω2 = (ωH + ωE)(ωH + ωE + ωM ), (6.400)

где используются обозначения:

ωH = γH0; (6.401)

ωE = γqk2M0; (6.402)
ωM = 4πγM0. (6.403)

Разделяя (6.400) на 4πγM0 и вводя в соответствии с (6.23)–(6.24)
нормированные частоты Ω, ΩH и нормированную константу обмена Q,
из (6.25) получаем:

Ω =
√

(ΩH +Qk2)(ΩH +Qk2 + 1) . (6.404)

Это выражение получено для безграничного пространства. Как
показано в разд. 5.3.2, где рассматривается распространение волны
в тонкой пластине, последнее слагаемое во втором сомножителе под
корнем должно быть умножено на параметр размагничивания β, ве-
личина которого значительно меньше единицы. Поскольку в реальной
экспериментальной ситуации обычно ΩH порядка единицы, то в первом
приближении этим слагаемым можно пренебречь, так что из (6.404)
получаем:

Ω = ΩH +Qk2. (6.405)

Частота поверхностной волны Дэймона–Эшбаха при стремлении
волнового числа к бесконечности, в соответствии с [1, стр. 120,
форм. (3.1), рис. 3.1], определяется формулой:

ΩHT = ΩH + 1
2
. (6.406)

Это значение частоты определяется размагничивающим фактором
поверхности пластины при k → ∞, так что в формуле (6.405) следует
вместо частоты ΩH использовать частоту ΩHT . В результате таких
преобразований классическая модель обменной волны в касательно
намагниченной тонкой пластине приводит к дисперсионному соотноше-
нию в виде:

Ω = ΩH + 1
2

+Qk2. (6.407)



6.21. Примеры расчета закона дисперсии в реальных ситуациях 361

Это соотношение примем за эталонное и будем сравнивать с дей-
ствительной частью дисперсионного соотношения (6.423), полученной
выше в разд. 6.19.

6.21.2. Дисперсия с размагничиванием и обменом

Обратимся теперь к рассмотрению закона дисперсии в соответствии
с соотношением, полученным в разд. 6.19 (формула (6.395)). То есть
рассмотрим дисперсию поверхностной волны типа Дэймона–Эшбаха
в тонкой пластине с учетом размагничивания и обмена. Соответствую-
щие дисперсионные кривые приведены на рис. 6.13.

Рис. 6.13. Дисперсионные кривые с размагничиванием и обменом: 1 — задача
Дэймона–Эшбаха классическая; 2 — дисперсия в безграничной среде (по-
строена по формуле (6.407)); 3 — дисперсия с размагничиванием без обмена;
4 — дисперсия с обменом без размагничивания; 5 — дисперсия с размаг-
ничиванием и обменом одновременно. Параметры: d = 10 мкм; αp = 0,01;

Q = 3,37 · 10−11 см2; H0 = 437,5 Э; 4πM0 = 1750 Гс

На этом рисунке кривая 1 соответствует классическому соотноше-
нию Дэймона–Эшбаха (2.207). Начинается она при ky = 0 на частоте:

ΩB =
√

ΩH(ΩH + 1) , (6.408)

при принятых параметрах равной 0,5590 отн. ед. Кривые 3, 4, 5 также
начинаются на этой частоте. С целью более наглядного выявления фор-
мы кривых при достаточно больших значениях ky, начальная точка ΩB
вынесена за нижний край рисунка.
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При значениях волнового числа ky, меньших 0, 2 · 104 см−1, кри-
вая 1 резко возрастает, после чего выходит на горизонтальную асимп-
тоту, соответствующую частоте:

ΩHT = ΩH + 1
2
, (6.409)

отмеченную выше формулой (6.406) в качестве верхнего предела ча-
стоты волны Дэймона–Эшбаха при k → ∞.
Заметим, что подавляющее большинство работ, касающихся рас-

смотрения свойств дипольных поверхностных волн (краткий обзор
которых, включая библиографию, приведен, например, в [1, 2]), огра-
ничиваются именно этим интервалом волнового числа (то есть не более
0, 2 · 104 см−1). Из рисунка можно видеть, что в этой области все
кривые 1, 3, 4, 5 практически совпадают, что оправдывает отсутствие
учета размагничивания и обмена в этих работах.
Примечательным является характер кривой 2, соответствующей

классическому рассмотрению дисперсии обменной волны в безгранич-
ной среде. Начинаясь на частоте ΩHT , определяемой формулой (6.406)
(здесь равной 0,75 отн. ед.), эта кривая идет далее вверх в соответ-
ствии с квадратичным законом, определяемым последним слагаемым
в формуле (6.407). Следует заметить, что характера кривых в области
малых значений волнового числа (менее 0, 2 · 104 см−1) эта кривая не
отражает, то есть для описания дисперсии волн дипольного характера,
широко рассматриваемых в экспериментах [1, гл. 3, 7], эта зависимость
не пригодна.
Возвращаясь к насыщению кривой 1 на частоте ΩHT , отметим, что

далее, то есть при волновом числе ky, превышающем 0, 2 · 104 см−1,
в отличие от этой кривой, все остальные кривые 3–5 стремятся вверх
и друг от друга заметно расходятся.
Так, кривая 3, соответствующая учету только размагничивания,

сразу около ky ∼ 0,3 · 104 см−1 совершает резкий скачок вверх
на 0,05 отн. ед., после чего рост ее замедляется, но с дальнейшим
увеличением волнового числа снова постепенно нарастает. Такая смена
нарастания с резкого на более плавный соответствует переходу пара-
метра размагничивания β через точку перегиба гиперболического тан-
генса, которая при принятых параметрах (толщине 10 мкм) приходится
как раз на ky ∼ 0, 3 · 104 см−1, как это можно видеть из кривой 3
на рис. 5.3 в разд. 5.3.5.
Кривая 4, соответствующая учету только обмена, все время, начи-

ная с ky ∼ 0,3 · 104 см−1, возрастает по закону, близкому у квадратич-
ному, что отражает классический квадратичный характер дисперсии
обменных волн, определяемый формулой (6.397).
Кривая 5, соответствующая одновременному учету как размагничи-

вания, так и обмена, имеет примерно такой же квадратичный характер,
как и кривая 4, однако проходит значительно выше, благодаря добав-
лению к воздействию обмена дополнительного воздействия от размаг-
ничивания, которое по мере увеличения ky постепенно увеличивается.
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Важным фактом является значительное превышение кривых 4 и 5
над кривой 2, причем такое превышение имеет место даже в отсут-
ствие размагничивания (кривая 4), а при наличии размагничивания
(кривая 5) заметно усиливается, причем тем сильнее, чем волновое
число больше.

6.21.3. Зависимость дисперсии от толщины пластины
Теперь, после общего ознакомления с характером дисперсии обмен-

ных спиновых волн, рассмотрим влияние на их дисперсию толщины
пластины.
Обратимся к рис. 6.14, где показаны дисперсионные кривые (а)

и параметр размагничивания (б) при различной толщине пластины.

Рис. 6.14. Дисперсионные кривые (а) и параметр размагничивания (б) при раз-
личной толщине пластины d: 1, 1′, 1′′ — 10 мкм; 2, 2′, 2′′ — 1 мкм;
3, 3′, 3′′ — 0,4 мкм; 4, 4′, 4′′ — 0,1 мкм. Параметры: αp = 0,01; Q = 3,37×

×10−11 см2; H0 = 437,5 Э; 4πM0 = 1750 Гс
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В качестве контрольного параметра для дисперсии выбран параметр
размагничивания, так как именно он в первую очередь определяется
толщиной пластины, оказывая влияние и на дисперсию. На обеих
частях рисунка одни и те же цифры соответствуют одной и той же
толщине. При этом цифры без штрихов относятся к полным диспер-
сионным кривым с учетом размагничивания и обмена, цифры с одним
штрихом отражают дисперсию без размагничивания и обмена, то есть
случай классической задачи Дэймона–Эшбаха, а цифры с двумя штри-
хами относятся к вспомогательной зависимости параметра размагничи-
вания от волнового числа.
Из рисунка можно видеть, что все дисперсионные кривые по мере

роста волнового числа также возрастают по закону, близкому к квад-
ратичному. При этом крутизна кривых от 2 до 4 увеличивается, то есть
рост проявляется тем сильнее, чем толщина пластины меньше.
На начальных участках, то есть до ky менее (0,1–0,4) · 104 см−1, все

кривые 1–4 следуют кривым 1′–4′, то есть соответствуют дисперсии
классической волны Дэймона–Эшбаха. В самом деле, из рис. 6.14, б
видно, что в этой области параметр размагничивания β везде близок
к нулю, так что размагничивание на дисперсии никак не сказывается.
Однако при ky больше этого интервала, все кривые 1–4 уже отклоняют-
ся вверх от кривых 1′–4′, причем тем сильнее, чем толщина пластины
меньше.
Для кривой 1 отклонение начинается уже при ky = 0,2 · 104 см−1,

так как именно при таком значении волнового числа гиперболический
тангенс кривой 1′′ на рис. 6.14, б претерпевает перегиб, начиная с ко-
торого влияние размагничивания становится заметным.
Однако уже для кривой 2 отклонение начинается при ky =

= 0,4 · 104 см−1, хотя перегиб гиперболического тангенса на кривой 2′′
еще значительно не достигается (как видно из рис. 6.14, б, имеет место
только при ky = 2,1 · 104). То есть здесь в отклонении кривых вверх
главную роль играет уже не размагничивание, а обменное взаимодей-
ствие.
Еще сильнее такое отклонение проявляется для кривых 3 и 4,

для которых перегиб тангенса находится за правым краем рисунка, то
есть в дисперсии волн при толщине менее 0,5 мкм размагничивание
вообще не участвует, а квадратичный рост дисперсионных кривых
определяется исключительно обменом (по крайней мере, в диапазоне
волновых чисел, представленном на рисунке).
Более того, из рис. 6.14, а отчетливо можно видеть, что если кри-

вая 3, соответствующая толщине в 0,04 мкм, на участке от нуля до
ky = 2,5 · 104 имеет выпуклость вверх (то есть, как того требует клас-
сика Дэймона–Эшбаха), то на кривой 4, соответствующей толщине
0,01 мкм, такая выпуклость уже полностью отсутствует и кривая сразу
с самых малых значений волнового числа стремится вверх по закону,
подобному квадратичному.
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То есть можно сделать вывод, что обменное взаимодействие прояв-
ляется тем сильнее, чем толщина пластины меньше, причем с толщины
порядка 0,5 мкм становится преобладающим над размагничиванием.
Интересным моментом является тот факт, что при увеличении вол-

нового числа сверх 3,0 · 104 см−1, все кривые имеют тенденцию сбли-
жаться, подтягиваясь вверх к кривой 1. Так, кривые 1 и 2 слились уже
при ky = 2,1 · 104 см−1, что как раз соответствует перегибу тангенса
кривой 2′′ на рис. 6.14, в. Кривая 3 вблизи правого края рисунка также
близко подтягивается к кривой 1, а кривая 4 тоже стремится туда же.

Замечание. Можно полагать, что при достаточном увеличении
волнового числа, то есть после перехода через точку перегиба танген-
са, соответствующего заданной толщине, любая кривая подтягивается
к кривой 1, стремясь к ней асимптотически. Однако заметим, что это
предположение требует дополнительной проверки, в настоящее время
выходящей за рамки данной работы.

6.21.4. Зависимость дисперсии от величины обменного
взаимодействия

Проделанное выше рассмотрение касается зависимости закона дис-
персии обменных спиновых волн от толщины пластины. Рассмотрим
теперь, как меняется характер дисперсии при изменении степени об-
менного взаимодействия. В качестве эталона возьмем значение кон-
станты обмена для железоиттриевого граната, равное QY IG = 3,37 ·×
× 10−11 см2, и будем умножать это число на коэффициент g, меня-
ющийся от 1 до 100. С целью удобства сравнения с предыдущими
результатами возьмем коэффициент параметра размагничивания αp
тем, же, что в предыдущем разделе, то есть равным 0,01. Толщину
пластины выберем из условия, чтобы перегиб гиперболического тан-
генса параметра β приходился примерно на середину исследуемого
диапазона волновых чисел. Из рис. 6.14, б видно, что такому условию
удовлетворяет толщина, равная 1 мкм (кривая 2′′ на рис. 6.14, б).
Заметим, что при такой толщине влияние размагничивания может
заметно сказываться только на верхнем конце исследуемого диапазона
волновых чисел, поэтому на данном этапе особенного значения размаг-
ничиванию придавать не будем. При этих условиях построен рис. 6.15,
к рассмотрению которого обратимся далее.
На этом рисунке кривая 1 построена в отсутствие как обменного

взаимодействия, так и размагничивания, то есть соответствует реше-
нию классической задачи Дэймона–Эшбаха. Из общего рассмотрения
рисунка можно видеть, что по мере увеличения параметра обмена
дисперсионные кривые располагаются по частоте тем выше, чем этот
параметр больше.
Кривая 2, соответствующая константе обмена, свойственной желе-

зоиттриевому гранату, уже проходит несколько выше кривой 1, однако
квадратичный характер ее еще не проявляется. Можно полагать, что
в этом случае для проявления квадратичности максимальное принятое
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Рис. 6.15. Дисперсионные кривые при различной величине параметра обменно-
го взаимодействия Q = g ·QY IG, где QY IG = 3,37 · 10−11 см2. Номера кривых
соответствуют следующим значениям коэффициента g: 1 — 0; 2 — 1; 3 — 10;
7 — 20; 5 — 30; 6 — 50; 7 — 100. Параметры: d = 1 мкм; αp = 0,01;

H0 = 437,5 Э; 4πM0 = 1750 Гс

в настоящем рассмотрении значение волнового числа 4 · 104 см−1
еще недостаточно.
Однако на кривой 3, соответствующей десятикратному превышению

значения константы обмена над таковым для железоиттриевого грана-
та, при волновых числах выше 2,5 · 104 см−1 уже заметен некоторый
выгиб вниз, сменяющийся хотя и слабо, но четко выраженным подъ-
емом вверх. То есть квадратичность уже начинает сказываться, хотя
еще и в слабой мере.
Но для кривой 4, соответствующей всего двукратному превышению

по обмену над кривой 3, возрастающий квадратичным образом участок
начинается уже с 1,5 · 104 см−1, а для кривых 5, 6 и 7, соответствую-
щих еще большему росту константы обмена, близкий к квадратичному
рост наблюдается уже с самых малых значений волнового числа.
Таким образом, можно сделать вывод, что по мере увеличения кон-

станты обменного взаимодействия, квадратичный характер дисперси-
онных кривых проявляется тем сильнее, чем величина этой константы
больше.
Заметим, что такой вывод неожиданным не является и с очевид-

ностью просматривается из классики, то есть из формулы (6.407)
и даже (6.397). Однако здесь при небольших значениях константы
обмена (кривые 2, 3 и частично 4) на начальном участке роста все
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же достаточное влияние оказывает размагничивание формы пласти-
ны, свойственное классической задаче Дэймона–Эшбаха, проявляю-
щееся в определенном выгибе упомянутых кривых вверх. Однако
при достаточной величине этой константы (здесь больше 30 · QY IG,
то есть для кривых 5–7) выгнутый вверх участок практически от-
сутствует, то есть размагничивание пластины уже не сказывается
(кроме начального сдвига вверх частоты Ω в точке ky = 0, равно-
го 0,5592 отн. ед.), так что квадратичный характер дисперсии полно-
стью преобладает.

6.22. Замечание об ограничении диапазона
по волновому числу

Следует заметить, что все исследования, описанные в разд. 6.21.2–
6.21.4, выполнены в интервале изменения продольного волнового числа
от нуля до 4 · 104 см−1. Такое ограничение вызвано в первую очередь
переполнением разрядной стеки имеющейся в распоряжении авторов
вычислительной машины (1038), что происходит при возведении попе-
речного волнового числа в восьмую степень (уравнение (6.278)). Кро-
ме того, переполнение сетки наступает также при вычислении гипер-
болического тангенса и экспонент в формулах (6.187), а также (6.369),
(6.370), когда показатель экспоненты превышает число 88. Устранение
переполнения первого типа в достаточной степени достигается норми-
ровкой, то есть умножением волнового числа на толщину пластины,
а второго типа — путем задания верхнего предела показателя экспо-
ненты.
Однако в настоящей работе такая нормировка и ограничение не

проводились из-за того, что приведенное предельное значение волново-
го числа 4 · 104 см−1 и без того превышает традиционно реализуемый
диапазон в экспериментах по дипольным магнитостатическим волнам
примерно на два порядка [1, гл. 3, 7]. То есть, можно полагать, что
проделанное рассмотрение позволяет выявить основные особенности
поставленной задачи в достаточно наглядном свете.
Однако следует заметить, что, как отмечено в работе [31], потреб-

ности современной техники требуют освоения диапазона волновых чи-
сел, по крайней мере, на порядок, а то и на два больше рассмотренного
здесь. Такое рассмотрение авторы предлагают в качестве отдельной
задачи для следующих разделов настоящей работы.

6.23. Особые случаи дисперсии

Настоящий раздел является логическим продолжением предыдущих
разделов и направлен на выявление предельных возможностей увели-
чения волнового числа вплоть до его физического предела, определя-
емого равенством длины волны межатомному расстоянию магнитной
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среды. В основу рассмотрения положено дисперсионное соотношение,
полученное в разд. 6.14, поэтому, ввиду его важности, сначала пред-
ставим конечный результат этого раздела в конспективном виде.

6.23.1. Дисперсионное соотношение

Решение приведенной задачи методом разделения переменных
(разд. 6.14) позволяет получить дисперсионное соотношение в ви-
де (6.273):

e
(

ρ(+)−ρ(−)
)
− e−

(
ρ(+)−ρ(−)

)
e
(

ρ(+)−ρ(−)
)

+ e−
(

ρ(+)−ρ(−)
) =

ke
x

(
ε(−) − ε(+))(

ke
x

)2 − ε(+)ε(−)
. (6.410)

где величины ρ(±) и ε(±) определяются формулами (6.267)–(6.271):

ρ(+) = k(+)
x d

2
; (6.411)

ρ(−) = k(−)
x d

2
; (6.412)

а также:

ε(+) = μ1k
(+)
x − iν1ky; (6.413)

ε(−) = μ1k
(−)
x − iν1ky, (6.414)

где оба варианта комплексного поперечного волнового числа имеют
вид (6.274), (6.275):

k(+)
x = kd + ikm; (6.415)

k(−)
x = −kd − ikm, (6.416)

где kd и km — действительные.
Компоненты поперечного волнового числа при заданном значе-

нии продольного волнового числа ky в отсутствие обмена имеют
вид (6.276), (6.277):

kd = 1√
2

√√√√1+

√
1−
(

β

Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)

)2
· ky; (6.417)

km = 1√
2

√√√√1−
√
1−
(

β

Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)

)2
· ky. (6.418)

При наличии обмена эти компоненты определяются путем реше-
ниями уравнения относительно неизвестной величины ξ, имеющего
вид (6.278):

g8c8b + g6c6b + g4c4b + g2ac2b + g2bc2a = 0. (6.419)
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В этом уравнении заданные параметры g, не содержащие ξ, определя-
ются формулами (6.203)–(6.207):

g8 = −Q2; (6.420)

g6 = −Q[2Qk2y + (2ΩH + β + 1)
]
; (6.421)

g4 = −Q(2ΩH + β + 1)k2y +
[
Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)

]
; (6.422)

g2a = Q
[
2Qk2y + (2ΩH + β + 1)

]
k4y; (6.423)

g2b = −2βk2y; (6.424)

а параметры c, содержащие искомую неизвестную ξ, имеют
вид (6.416)–(6.422):

c8b = 8kdkm(k6d − 7k4dk2m + 7k2dk
4
m − k6m); (6.425)

c6b = 2kdkm(3k4d − 10k2dk2m + 3k4m); (6.426)

c4b = 4kdkm(k2d − k2m); (6.427)

c2a = k2d − k2m; (6.428)
c2b = 2kdkm; (6.429)

где kd определяется через ky по формуле (6.417).
Решение уравнения (6.419) методом поиска нуля приводит к двум

значениям неизвестной ξ, как раз соответствующим значениям компо-
нент поперечного волнового числа kd и km.
Подстановка перечисленных параметров в дисперсионное соотноше-

ние (6.410), а также учет равенства (6.107):

ke
x = ky, (6.430)

следующего из (2.159) при kz = 0, позволяет привести его к виду,
содержащему только частоту Ω и продольное волновое число ky. Ком-
плексный характер поперечного волнового числа (6.415)–(6.416) при-
водит к комплексному виду дисперсионного соотношения. В разд. 5.10
показано, что для получения действительной зависимости частоты Ω
от продольного волнового числа ky достаточно рассмотреть равенство
нулю только действительной части полного дисперсионного соотноше-
ния, то есть согласно (6.389), решить уравнение вида:

AB

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
− udvd + umvm

v2d + v2m
= 0, (6.431)

где введены обозначения (6.369), (6.370), (6.379)–(6.382), (6.351),
(6.352), (6.355), (6.356):

A = edkd − e−dkd ; (6.432)

B = edkd + e−dkd . (6.433)
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а также:

ud = ky

(
ε
(−)
d − ε

(+)
d

)
; (6.434)

um = ky

(
ε(−)
m − ε(+)

m

)
; (6.435)

vd = k2y − (ε(+)
d ε

(−)
d − ε(+)

m ε(−)
m

)
; (6.436)

vm = −(ε(+)
d ε(−)

m + ε
(−)
d ε(+)

m ). (6.437)

в которых:

ε
(+)
d = μ1d(+)kd − μ

(+)
1m km + ν

(+)
1m ky; (6.438)

ε(+)
m = μ

(+)
1d km + μ

(+)
1m kd − ν

(+)
1d ky. (6.439)

ε
(−)
d = −μ(−)

1d kd + μ
(−)
1m km + ν

(−)
1m ky; (6.440)

ε(−)
m = −μ(−)

1d km − μ
(−)
1m kd − ν

(−)
1d ky. (6.441)

где μ(±)
1d , μ

(±)
1m , ν

(±)
1d , ν

(±)
1m — действительные и мнимые части компонент

тензора проницаемости (6.309)–(6.313), (6.344)–(6.348), взятые при
значениях волнового числа (6.415) и (6.416) соответственно.

6.23.2. Дисперсия при больших волновых числах

Рассмотрим дисперсию обменных волн при больших волновых чис-
лах. В расчете будем использовать традиционное значение констан-
ты обмена для ЖИГ: q = 4,23 · 10−11 см2. При этом нормированное
значение

Q = q

4π
(6.442)

равно: Q(Y IG) = 3,37 · 10−12 см2.
На рис. 6.16 приведены полученные в соответствии с дисперси-

онным соотношением (6.431) дисперсионные кривые при различных
значениях константы обменного взаимодействия в пропорции относи-
тельно константы для ЖИГ. Утолщенной линией 2 выделена кривая,
соответствующая константе для ЖИГ в чистом виде.
Из рисунка видно, что все дисперсионные зависимости имеют воз-

растающий квадратичный характер. По мере увеличения константы
относительная степень возрастания уменьшается, то есть рост, хотя
и сохраняется, но постепенно замедляется.
Видно, что при единичной константе для ЖИГ волновому чис-

лу 107 см−1, то есть длине волны в 6,28 нм (примерно около десятка
межатомных расстояний), соответствует частота около 4 ТГц. Тому
же волновому числу при константе 10,0 · Q(Y IG) соответствует ча-
стота около 40 ТГц (за пределами рисунка). Таким образом, волно-
вым числам порядка 107 см−1, то есть длинам обменных волн поряд-
ка межатомных расстояний, соответствуют частоты порядка десятков
и небольших сотен ТГц.
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Рис. 6.16. Дисперсионные кривые при различных значениях константы об-
менного взаимодействия в пропорции относительно константы для ЖИГ:
Q(Y IG) = 3,37 · 10−12 см2: 1 — 0,5 · Q(Y IG); 2 — 1,0 · Q(Y IG); 3 —
2,0 ·Q(Y IG); 4 — 4,0 ·Q(Y IG); 5 — 10,0 ·Q(Y IG). Параметры: H0 = 437,5 Э;

4πM0 = 1750 Гс; d = 1 мкм

Для электромагнитных волн этим же волновым числам и длинам
волн соответствуют частоты порядка 1016 Гц (или 104 ТГц), то есть
лежащие далеко выше видимого оптического спектра, уже в ультрафи-
олетовой и частично в рентгеновской области.
Рассмотрим теперь, как соотносятся полученные дисперсионные

кривые с их классической трактовкой [42, стр. 200, форм. (7.13)] в со-
ответствии с формулой:

ω = ηk2. (6.443)

Здесь:
ω = 2πf , (6.444)

то есть:
f = ω

2π
, (6.445)

а константа η связана с принятой здесь константой q соотношением:

q = η

γωM0
, (6.446)

где η = 0,1 [41, стр. 379, строка 1 абзаца после рис. 8.1.1 и подпись
к рис. 8.1.1, где приведено значение для ЖИГ: η = 0, 1], γω = 1,76 ·×
× 107 Э−1 · с−1 [40, стр. 15, при этом γf = γω/2π = 2,8 ��� · Э−1],
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M0 = 140 Гс (см. напр. [52, стр. 421, 435, где для ЖИГ приведена
величина 4πM0 = 1750 Гс, откуда M0 = 140 Гс]).
Нормированная константа Q, определяемая формулой (6.25), соглас-

но (6.446), имеет вид:

Q = q

4π
= η

4πγωM0
, (6.447)

откуда получаем:
η = 4πγωM0 ·Q. (6.448)

Подставляя это выражение в (6.443), а также учитывая (6.445), полу-
чаем:

f = 2γωM0Qk
2, (6.449)

или:
f = 4πγfM0Qk

2. (6.450)

Вводя нормированную частоту Ω в соответствии с (2.26) (где γ → γω =
= 2πγf ):

Ω = f

4πγfM0
, (6.451)

получаем:
Ω = Qk2. (6.452)

Эту формулу будем считать классической и использовать для дальней-
ших построений.
Обратимся теперь к рис. 6.17, где показаны дисперсионные кривые,

построенные по различным формулам. Кривая 1 соответствует дис-
персионному соотношению (6.459) для рассматриваемой здесь задачи
Дэймона–Эшбаха, эта кривая совпадает с кривой 2 на рис. 6.16. Кри-
вая 2 построена по классической формуле (6.452) для безграничного
пространства.
Из рисунка можно видеть, что все кривые имеют квадратичный

характер, то есть геометрически подобны, однако кривая 1 проходит
выше кривой 2 с коэффициентом пропорциональности около 2,37.
В качестве возможной причины различия можно предположить вли-

яние поперечного волнового числа kd. В самом деле, согласно (6.276),
(6.417), действительная часть поперечного волнового числа определя-
ется формулой:

kd = 1√
2

√√√√1+

√
1−
(

β

Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)

)2
· ky. (6.453)

При достаточном удалении по частоте от начала дисперсионной кривой
для поверхностной волны Дэймона–Эшбаха, то есть при

Ω2 − ΩH(ΩH + 1) 
 1, (6.454)

а также с учетом того, что типичная величина параметра размагничи-
вания β составляет порядка 0,1–0,2, второе слагаемое под внутренним
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Рис. 6.17. Дисперсионные кривые, построенные по различным формулам: 1 —
формула (6.431); 2 — формула (6.452); 3 — формула (6.456). Параметры: Q =
= 3,37 · 10−12 см2, остальные — те же, что приняты при построении рис. 6.16

корнем будет значительно меньше первого. В этом случае с достаточ-
ной точностью можно считать, что kd = ky, как это видно из (6.453).
Таким образом, с учетом поперечного волнового числа, перпендикуляр-
ного ky, полное волновое число будет определяться формулой:

kS =
√
k2y + k2d ≈ ky

√
2 , (6.455)

то есть при любой заданной частоте полное волновое число kS будет
больше приведенного на рис. 6.17 значения ky в

√
2 раз. При этом,

если по горизонтальной оси вместо ky откладывать полное волновое
число kS , то вся кривая 1 растягивается в правую сторону, так что
частота определяется формулой:

Ω = Qk2y/2. (6.456)

Такая «растянутая» кривая, построенная по формуле (6.456), приведена
на рис. 6.17 под номером 3 и выделена пунктиром. Можно видеть, что
эта кривая 3 значительно лучше, чем кривая 1, согласуется с кривой 2,
соответствующей свободному пространству.
Таким образом, в формировании дисперсионной кривой для по-

верхностной волны типа Дэймона–Эшбаха в области волновых чисел,
где обменное взаимодействие сказывается достаточно сильно (то есть
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при волновых числах больше 104 см−1) поперечное волновое число
(точнее — его действительная часть) имеет принципиальное значение.
В качестве дополнения рассмотрим теперь, как меняется классиче-

ская дисперсия при различных значениях константы обмена, для чего
обратимся к рис. 6.18, где приведены дисперсионные кривые для сво-
бодного пространства, построенные по формуле (6.452) при различных
значениях константы обменного взаимодействия Q. Кривые, представ-
ленные на рис. 6.17 под номерами 1 и 2, приведены здесь же в виде
утолщенных пунктирных линий.

Рис. 6.18. Дисперсионные кривые для свободного пространства при различ-
ных значениях константы обменного взаимодействия Q: 1 — 2 · 10−12 см2;
2 — 4 · 10−12 см2; 3 — 6 · 10−12 см2; 4 — 8 · 10−12 см2; 5 — 10 · 10−12 см2;
6 — 15 · 10−12 см2; 7 — 20 · 10−12 см2; 8 — 40 · 10−12 см2; 9 — 100 · 10−12 см2.
Остальные параметры — те же, что приняты при построении рис. 6.16

Из рисунка можно видеть, что все кривые имеют возрастающий
квадратичный характер, причем по мере увеличения константы степень
возрастания уменьшается, то есть рост, хотя и сохраняется, но посте-
пенно замедляется. В этом отношении кривые аналогичны приведен-
ным на рис. 6.16.
Кривая 4 здесь практически совпадает с кривой 1 на рис. 6.17, так

что константа обмена при ее построении принята равной 8 · 10−12 см2,
что соотносится с константой 3,37 · 10−12 см2, принятой при построе-
нии кривой 1 на рис. 6.17, в 2,37 раз, как это уже отмечалось при
обсуждении рис. 6.17.
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Кривая, соответствующая свободному пространству при константе
3,37 · 10−12 см2 (нижний пунктир), расположена как раз между кри-
выми 1 и 2, соответствующими значениям константы по обе стороны
от приведенного значения.
Таким образом, можно полагать, что надлежащий выбор константы

(8 · 10−12 см2) позволяет формально согласовать между собой кривые
для безграничного пространства и для тонкой пленки без учета роли
поперечного волнового числа. В то же время, из рис. 6.17 можно
видеть, что кривая 3 на этом рисунке почти точно совпадает с кривой 2
на рис. 6.18. При построении этих кривых приняты несколько различ-
ные значения константы обменного взаимодействия. Так, для кривой 3
на рис. 6.17 принято значение 3 · 106 см2, а для кривой 2 на рис. 6.18 —
значение 6 · 104 см2. Различие составляет менее 1%, однако оно может
ставить вопрос о более точном определении константы неоднородного
обменного взаимодействия, а сам факт близости этих значений требует
более глубокой физической разработки роли поперечного волнового
числа.

6.23.3. Дополнительное решение дисперсионного соотношения

Рассмотренное выше дисперсионное соотношение (6.459) представ-
ляет собой относительно параметра ξ уравнение восьмого порядка, так
что кроме основного решения может иметь ряд побочных. Проверка
показывает, что при любом заданном значении волнового числа ky для
частоты Ω имеется всего два действительных решения, меньшее из
которых соответствует обычному закону дисперсии типа Дэймона–Эш-
баха, а большее — существенно превышает первое. Типичный пример
кривых, соответствующих двум решениям уравнения (6.431), показан
на рис. 6.19. Как и в ряде предыдущих случаев, с целью нагляд-
ности, константа обмена равна десятикратному значению для ЖИГ.
Для простоты динамическое размагничивание не учитывается (αp = 0).
На рисунке кривая 1 получена как первый корень уравнения (6.431),
кривая 2 — как второй. Точечная линия 3 определяет нижнюю границу
классического спектра ПМСВ:

Ωb =
√

ΩH(ΩH + 1) , (6.457)

при условии ΩH = 0,25 отн. ед., равную 0,559 отн. ед. Точечная
линия 4 определяет верхнюю границу классического спектра ПМСВ:

Ωt = ΩH + 1/2, (6.458)

равную 0,75 отн. ед. Кривая 5 — то же, что кривая 1, но при меньшей
толщине пластины.
Из рисунка можно видеть, что кривая 1 представляют собой клас-

сическое решение задачи Дэймона–Эшбаха, дополненное учетом об-
менного взаимодействия. Начало ее соответствует нижней границе
спектра ПМСВ вида (6.457), после чего она довольно быстро нарастает,
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Рис. 6.19. Дисперсионные кривые, соответствующие нулевым решениям урав-
нения (6.431): 1 — дисперсионная кривая при толщине d = 10 мкм; 2 — допол-
нительная дисперсионная кривая; 3 — нижняя граница спектра ПМСВ (6.457);
4 — верхняя граница спектра ПМСВ (6.458); 5 — дисперсионная кривая при
толщине d = 1 мкм. Назначение вертикальной точечной линии и точек А и В
поясняется при описании рис. 6.21. Параметры: H0 = 437,5 Э; 4πM0 = 1750 Гс;

Q = 3,37 · 10−11 см2

стремясь к верхнему значению спектра (6.458), однако за счет добавки
от обменного взаимодействия, вскоре пересекает эту границу, прини-
мая далее квадратичный относительно ky характер. Кривая 5 ведет
себя таким же образом, с тем отличием, что ее нарастание при малых
волновых числах происходит значительно плавне, чем нарастание кри-
вой 1, что полностью соответствует классическому закону дисперсии
Дэймона–Эшбаха. При дальнейшем увеличении волнового числа кри-
вая 5 сливается с кривой 1, принимая такую же квадратичность.
Особыми свойствами отличается кривая 2, соответствующая вто-

рому решению уравнения (6.431). Пологий участок при малых волно-
вых числах у этой кривой отсутствует, то есть она сразу начинается
при частоте, равной 0,9 отн. ед., после чего далее плавно нарастает
в соответствии с квадратичным законом относительно ky. Геометри-
ческая конфигурация этой кривой от толщины пластины не зависит.
При изменении постоянного поля смещение кривой 2 по частоте подоб-
но смещению кривой 1, однако по мере увеличения поля расстояние
между кривыми 1 и 2 несколько уменьшается. Так, при волновом числе
ky = 104 см−1 в поле 437,5 Э, то есть при ΩH = 0,25 отн. ед., расстоя-
ние по частоте Ω между этими кривыми составляет около 1,5 отн. ед.,
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а при увеличении поля вдвое, то есть до 875 Э, что соответству-
ет ΩH = 0,50 отн. ед., это расстояние составляет уже 1,3 отн. ед.,
то есть уменьшается на 13%.
Взаимное поведение кривых 1 и 2 в более широком диапазоне

волновых чисел иллюстрируется рис. 6.20, построенным при тех же
условиях, что и рис. 6.19.

Рис. 6.20. Те же кривые, что на рис. 6.19, в более широком диапазоне вол-
нового числа. Нумерация кривых и параметры — те же, что приняты при

построении рис. 6.19

Из рисунка можно видеть, что кривая 2 имеет такой же квадратич-
ный характер, что и кривая 1, причем по мере увеличения волнового
числа ky кривая 2 постепенно приближается к кривой 1, а начиная
с волнового числа около 1,5 · 105 см−1, обе кривые практически полно-
стью сливаются.
Рассмотрим теперь образование кривых 1 и 2 несколько более

подробно, для чего обратимся к рис. 6.21, где показаны зависимости
от частоты параметра Wd, равного (6.389), (6.431):

Wd = AB

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
− udvd + umvm

v2d + v2m
, (6.459)

то есть действительной части дисперсионного соотношения (6.392),
которая должна равняться нулю. Рисунок 6.21 построен при значе-
нии волнового числа ky = 104 см−1, соответствующего вертикальной
точечной линии на рис. 6.19, где точки А и Б отвечают пересечению
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Рис. 6.21. Зависимости параметра Wd от частоты. а — полная зависимость
в широком диапазоне частот; б, в – участки изменения знака параметра Wd

в более крупном масштабе. Волновое число: ky = 104 см−1; толщина — 1 мкм.
Остальные параметры – те же, что приняты при построении рис. 6.19

этой линии с дисперсионными кривыми 5 и 2. То есть рис. 6.21 мож-
но рассматривать как «сечение» рис. 6.19 линией, соответствующей
ky = 104 см−1. Кривая 5 при этом выбрана вместо кривой 1 с целью
большей наглядности.
Из рис. 6.21, а можно видеть, что зависимость Wd от Ω пересекает

нулевую линию в двух точках А и В (соответствующих точкам с теми
же обозначениями на рис. 6.19). При этом характер пересечения в этих
точках принципиально различен. Для большей ясности окрестности
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точек пересечения представлены на рис. 6.21, б (точка А) и рис. 6.21, в
(точка В) в более крупном масштабе. Можно видеть, что пересечение
в точке А формируется при плавном изменении зависимости Wd от Ω,
тогда как пересечение в точке В имеет место при расходимости та-
кой зависимости. Контрольная проверка показывает, что расходимость
точке В формируется за счет обращения в нуль знаменателя второго
слагаемого выражения (6.459), тогда как в точке А имеет место баланс
между обоими слагаемыми, то есть их равенство с противоположными
знаками.
Следует заметить, что реальный физический смысл, соответствую-

щий задаче Дэймона–Эшбаха с обменом, имеет точка А, образован-
ная балансом между слагаемыми. При этом выяснение физического
смысла точки В требует более подробного рассмотрения, выходящего
за рамки настоящей работы и могущего составить предмет самостоя-
тельной задачи. При этом важнейшим моментом исследования можно
полагать не только нахождение нуля дисперсионного соотношения, как
это сделано в настоящей работе, но и определение пространственного
распределения потенциала и полей волны, а также ее динамической
намагниченности в сочетании с определением угла отсечки, примерно
таким же образом, как это сделано для классической волны Дэймона–
Эшбаха в работе [1, стр. 68–74].

Выводы по главе 6

Данная глава посвящена рассмотрению дисперсионных свойств
магнитостатических волн, распространяющихся в касательно намаг-
ниченной ферритовой пластине, обладающей гиротропными свойства-
ми. Введено в рассмотрение неоднородное обменное взаимодействие
между спинами распространяющейся волны. Получено дисперсионное
соотношение, выявлен его комплексный характер. Приведены данные,
касающиеся необходимости учета обмена в реальных экспериментах.
Обсуждены перспективы развития исследований и дальнейшего освое-
ния обменных волн.
Основные вопросы, освещаемые в настоящей главе, сводятся к сле-

дующему.
1. Рассмотрено влияние поля размагничивания и неоднородного

обменного взаимодействия на дисперсионные свойства поверхностной
волны Дэймона–Эшбаха. Выполнен краткий обзор сегодняшнего состо-
яния работ по исследованию магнитостатических волн применительно
к устройствам обработки информации. Отмечено недостаточное вни-
мание к учету, как поля размагничивания, так и неоднородного об-
менного взаимодействия распространяющейся волны, особенно заметно
проявляющихся для волн длиной порядка единиц нанометров и менее.
Для случая столь коротких волн показана необходимость введения
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в рассмотрение эффективных полей размагничивания и неоднородного
обмена.
2. В геометрии плоскопараллельной пластины записаны выражения

для полей размагничивания и обмена при распространении в плос-
кости пластины волны, длина которой может быть меньше толщины
пластины. Количественное описания поля размагничивания выполнено
в виде гиперболического тангенса, аргумент которого представляет со-
бой произведение волнового числа на толщину пластины. Введен нор-
мирующий коэффициент, учитывающий соотношение между длиной
волны и толщиной пластины, показано, что для реальной геометрии
его величина составляет порядка одной десятой.
3. В линейном приближении решено уравнение движения для на-

магниченности с учетом полей размагничивания и обмена. Получен
тензор магнитной восприимчивости, диагональные компоненты кото-
рого представляют собой сумму антисимметричной и симметричной
частей, причем антисимметричная часть определяется частотой волны,
а симметричная часть определяется размагничиванием. Отмечен ре-
зонансный вид компонент тензора, выявлена близкая к квадратичной
зависимость частоты резонанса от волнового числа.
4. В геометрии задачи Дэймона–Эшбаха для потенциала поля рас-

пространяющейся волны получено уравнение Уокера, учитывающее
влияние размагничивания и обмена. Главным отличием полученного
уравнения от классического его варианта, является различие коэффи-
циентов при вторых производных по координатам, перпендикулярным
постоянному полю, а также появление смешанной производной второго
порядка по этим координатам.
5. Выполнено решение уравнения Уокера методом разделения пе-

ременных. Показано, что наличие в уравнении смешанной производ-
ной приводит к комплексному характеру компоненты волнового чис-
ла, перпендикулярной плоскости пластины. В случае поверхностной
волны полное решение для компоненты потенциала по этой коорди-
нате представляет собой произведение экспоненциально спадающего
коэффициента на периодический множитель синусоидального харак-
тера. Показано, что полное распределение компоненты потенциала по
координате, нормальной к плоскости пластины, описывается двумя
комплексными волновыми числами, имеющими разные знаки, но оди-
наковые по абсолютной величине действительные и мнимые части.
Выполнено преобразование коэффициентов уравнения Уокера с целью
представления их в виде, допускающем простой по форме предельный
переход к классическим случаям отсутствия как размагничивания, так
и обмена, то есть к классической задаче Дэймона–Эшбаха.
6. Выявлена двойственность поперечного волнового числа, обуслов-

ленная двумя возможными решениями уравнения Уокера для компо-
ненты волны, распространяющейся перпендикулярно плоскости пласти-
ны в ее глубину. Для случая отсутствия обмена выполнено представле-



6.23. Выводы по главе 6 381

ние поперечного волнового числа в виде суммы действительной и мни-
мой частей. Получено уравнение, определяющее поперечное волновое
число через продольное, выявлен его биквадратный характер, получены
аналитические выражения для действительной и мнимой компонент
поперечного волнового числа. Отмечено, что оба возможных варианта
поперечного волнового числа содержат одинаковые по абсолютной ве-
личине действительную и мнимую части, однако отличаются друг от
друга по знаку.
7. Получены зависимости действительной и мнимой компонент по-

перечного волнового числа от продольного волнового числа при различ-
ных значениях нормирующего коэффициента параметра размагничива-
ния. Показано, что все зависимости при достаточно большой величине
продольного волнового числа являются прямыми, причем зависимость
для действительной компоненты всегда располагается выше зависи-
мости для мнимой компоненты, а по мере увеличения нормирующего
коэффициента эти зависимости взаимно сближаются. Показано, что
при малой величине продольного волнового числа имеет место эф-
фект «схлопывания» обеих зависимостей друг с другом, состоящий
в равенстве действительной и мнимой компонент, причем после точки
«схлопывания» поперечная компонента волны пропадает и остается
только продольная. Отмечено, что точка <схлопывания> по продольно-
му волновому числу располагается тем дальше, чем толщина пластины
меньше, причем положение этой точки определяется перегибом зави-
симости параметра размагничивания от толщины пластины.
8. Рассмотрена возможность представления поперечного волново-

го числа в виде суммы действительной и мнимой частей при учете
обменного взаимодействия. Выявлено, что в этом случае поперечное
волновое число, имея комплексный характер, определяется решением
полного алгебраического уравнения восьмой степени. Показано, что
представление поперечного волнового числа в виде суммы действитель-
ной и мнимой частей позволяет свести полное комплексное уравнение
к системе двух уравнений восьмой степени, корни которых имеют
действительный характер. При этом первое уравнение получается из
равенства нулю действительной части исходного полного уравнения,
а второе — из равенства нулю мнимой части того же уравнения.
Отмечено, что численное решение полученной системы уравнений тре-
бует поиска нуля по двум переменным, что представляет определенные
вычислительные трудности.
9. Предложен алгоритм упрощенного численного решения системы

уравнений, состоящий в пошаговом варьировании одной из переменных
и нахождении на каждом шаге двух значений другой, после чего
из сравнения результатов вариации находится минимум различия меж-
ду двумя получаемыми решениями, что и дает требуемые значения обе-
их переменных. С помощью предложенного алгоритма получена зави-
симость мнимой компоненты поперечного волнового числа от значения
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продольного волнового числа. Выполнено сравнение полученной зави-
симости с таковой, соответствующей отсутствию обмена. Показано,
что наилучшее совпадение обеспечивает второе уравнение системы,
соответствующее нулю мнимой части полного уравнения. Построена
функциональная зависимость значимой части второго уравнения от
продольного волнового числа. Показано, что в отсутствие обмена нули
этой функции с хорошей точностью соответствуют значениям действи-
тельной и мнимой компонент поперечного волнового числа. Отмечено
наблюдаемое расхождение (превышение приблизительно в два раза)
между значением действительной части поперечного волнового числа,
получаемой из первого уравнения системы и значением той же части,
соответствующим отсутствию обмена. Выяснение причины такого па-
радокса предложено в виде темы для самостоятельной задачи.
10. Рассмотрено влияние обменного взаимодействия на зависимо-

сти компонент поперечного волнового числа от величины числа про-
дольного. Показано, что обменное взаимодействие приводит к повы-
шению зависимостей обеих компонент поперечного волнового числа
относительно подобных зависимостей в отсутствие обмена, причем
по мере увеличения константы обмена повышение мнимой компонен-
ты происходит значительно быстрее, чем повышение действительной.
Отмечено, что величина мнимой компоненты всегда остается меньше
величины действительной, причем рост той и другой, по мере уве-
личения константы обмена, будучи сначала довольно быстрым, далее
замедляется и постепенно меняет знак, так что обе зависимости стре-
мятся к предельному значению, однако сильно превышающему таковое
в отсутствие обмена.
11. Выявлены три основных положения, определяющие характер

наблюдаемых явлений:
1) учет размагничивания приводит к формированию мнимой части
поперечного волнового числа;

2) по мере увеличения размагничивания абсолютная величина мни-
мой части поперечного волнового числа увеличивается;

3) по мере увеличения обменного взаимодействия абсолютная вели-
чина мнимой части поперечного волнового числа увеличивается.

Для качественной интерпретации этих положений предложена мо-
дель, рассматривающая распространяющуюся волну как движущееся
поступательно периодическое чередование плоских поверхностей мак-
симального отклонения намагниченности. Такие поверхности предпо-
лагаются перпендикулярными плоскости магнитной пластины, причем
на них располагаются магнитные заряды того или другого знака. При
выходе таких заряженных плоскостей на поверхность магнитной пла-
станы, вблизи поверхности образуются поля, «вылезающие» за пределы
пластины. Высказано предположение о том, что в процессе своего
распространения волна вынуждена «тащить за собой» эти «вылеза-
ющие» поля, в результате чего поверхности максимального отклоне-
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ния намагниченности приобретают наклонные участки, отстающие от
основной части движущейся поверхности. Именно такие наклонные
участки обеспечивают формирование поперечной составляющей волно-
вого числа. По мере увеличения размагничивания, то есть увеличения
величины зарядов и обусловленных этим увеличения «вылезающих»
полей, протяженность наклонных участков увеличивается, что и при-
водит к увеличению поперечной составляющей волнового числа.
Отмечено, что предположение о независимости протяженности на-

клонных участков от толщины пластины приводит к выводу о том,
что влияние «вылезающих» полей должно сильнее проявляться в более
тонкой пластине, чем объясняется хорошее совпадение результатов
ранних экспериментов, проводившихся на толстых пленках, с класси-
ческой теорией Дэймона–Эшбаха, где такие поля не учитываются.
12. Для интерпретации увеличения мнимой компоненты попереч-

ного волнового числа при увеличении размагничивания, высказано
предположение о том, что по мере увеличения размагничивания, то
есть увеличения зарядов, отклонение наклонных участков от нормали
к плоскости пластины увеличивается, так что волновой вектор, пер-
пендикулярный плоскости наклонного участка, также поворачивается
ближе к нормали к плоскости пластины. В этом случае поперечная
составляющая волнового числа увеличивается, что и проявляется как
увеличение его мнимой составляющей.
13. Для интерпретации увеличения мнимой компоненты поперечно-

го волнового числа при увеличении обмена, высказано предположение
о том, что включение обменного взаимодействия приводит к затруд-
нению искривления поверхностей максимального отклонения намаг-
ниченности, то есть проникновение наклонных участков в глубину
пластины уменьшается. Такое уменьшение также приводит к повороту
волнового вектора, перпендикулярного плоскости наклонного участка
ближе к плоскости пластины, что проявляется как дополнительное
увеличение поперечной составляющей волнового числа с соответству-
ющим увеличением его мнимой составляющей.
14. В качестве недостатка предложенной модели отмечена произ-

вольность положения о неизменности протяженности наклонных участ-
ков при изменении толщины пластины, а также отсутствие обоснован-
ности сохранения их протяженности при увеличении обмена. В пользу
сохранения размеров участков при изменении толщины и увеличении
обмена приведена аналогия с распределением намагниченности в скру-
ченной доменной границе, где гипотеза о существовании подобных
участков находит подтверждение в многочисленных экспериментах.
15. Отмечено о существовании дополнительной возможности из-

менения параметров системы за счет размагничивания и обмена, не
учитываемая предложенной моделью. На основе аналогии с механикой
высказано предположение о том, что увеличение как размагничива-
ния, так и обмена должно приводить к определенному «стеснению»
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колебаний намагниченности, препятствуя ее динамическому отклоне-
нию от равновесного состояния. Отмечено, что такое «стеснение» экви-
валентно увеличению жесткости системы, что в случае механических
колебаний, например, струны, приводит к увеличению длины волны,
то есть к уменьшению волнового числа, что противоречит наблюдаемо-
му его увеличению.
16. Предложен вывод о том, что изменение поперечного волнового

числа при изменении как размагничивания, так и обмена, подвержено
влиянию двух факторов, а именно: изменению конфигурации поверхно-
сти максимального отклонения намагниченности и изменению жестко-
сти системы, действующих в противоположных направлениях. То есть
результирующее изменение волнового числа должно определяться ком-
промиссом между этими факторами, Отмечено, что более подробное
рассмотрение вопроса о взаимном соотношении обоих факторов, в том
числе на модельном уровне, может явиться предметом для отдельной
задачи.
17. Для геометрии задачи Дэймона–Эшбаха записаны уравнения

для потенциала в магнитной пластине и окружающих ее с обеих сто-
рон двух свободных полупространствах. Приведены граничные условия
на поверхностях между материалом пластины и свободным простран-
ством. Показано, что решение поставленной граничной задачи мето-
дом разделения переменных позволяет получить дисперсионное соот-
ношение для поверхностной волны, распространяющейся в плоскости
пластины перпендикулярно направлению постоянного поля. Структу-
ра полученного дисперсионного соотношения приведена к виду, ана-
логичному структуре подобного соотношения в классической задаче
Дэймона–Эшбаха, однако здесь компоненты полученного соотношения
определяются влиянием динамического размагничивания и обмена.
18. Подробно рассмотрен двойственный характер поперечного волно-

вого числа, обусловленный смешанной производной в уравнении Уокера.
Получены аналитические выражения для обоих значений волнового чис-
ла, обусловленные только размагничиванием в отсутствие обмена. Пока-
зано, что получение обеих компонент волнового числа при наличии об-
менного взаимодействия требует решения алгебраического уравнения
восьмой степени, осуществимого только численным методом. Приведе-
на последовательность численного расчета действительной и мнимой
компонент поперечного волнового числа при наличии обмена, позво-
ляющих получить поперечное волновое число в виде, требуемом для
подстановки в дисперсионное соотношение.
19. Приведена общая схема получения закона дисперсии как функ-

циональной зависимости частоты волны от ее продольного волнового
числа. Предложен алгоритм расчета, состоящий в пошаговом задании
продольного волнового числа с нахождением значения частоты на
каждом шаге методом поиска нуля. В качестве первого шага отмечена
необходимость определения компонент тензора магнитной проницаемо-
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сти с учетом двойственного характера поперечного волнового числа.
Приведена схема алгоритма получения тензора проницаемости для
каждой из компонент двойственного волнового числа в отдельности.
Получены промежуточные параметры, определяющие структуру правой
и левой частей дисперсионного соотношения. Приведены схемы алго-
ритмов получения обеих частей дисперсионного соотношения, а также
действительной и мнимой частей соотношения в целом. Отмечено, что
приведенный алгоритм позволяет получить функциональную зависи-
мость частоты распространяющейся волны от продольного волнового
числа, что и составляет искомый закон дисперсии.
20. Приведены результаты расчета дисперсии поверхностной магни-

тостатической волны на основе полученного дисперсионного соотноше-
ния. В качестве точки для сравнения приведена классическая диспер-
сионная зависимость для обменной волны в безграничном простран-
стве и ее обобщение для тонкой пластины. Отмечена недостаточность
классического представления, обусловленная отсутствием учета ди-
намического размагничивания, двойственного характера поперечного
волнового числа и динамических граничных условий на поверхностях
пластины.
21. На основе полученного дисперсионного соотношения построены

дисперсионные кривые с учетом как размагничивания, так и обмена.
Исследования выполнены в интервале продольного волнового числа
от нуля до 4 · 104 см−1, что превышает традиционно реализуемый
диапазон в экспериментах по дипольным магнитостатическим волнам
примерно на два порядка. Выполнено сравнение полученных кривых
с таковыми для классической задачи Дэймона–Эшбаха, а также для
классической обменной волны в безграничной среде и тонкой пла-
стине. Показано, что учет размагничивания приводит к повышению
дисперсионных кривых в области волновых чисел, величина которых
превышает обратную величину толщины пластины. Показано, что об-
менное взаимодействие приводит к росту дисперсионных кривых, су-
щественно превышающему дисперсионные кривые для поверхностных
волн, полученные в рамках классической задачи Дэймона–Эшбаха,
причем превышение с увеличением продольного волнового числа растет
по закону, близкому к квадратичному. Показано, что учет обменного
взаимодействия, в основном сохраняя близкий к квадратичному за-
кон дисперсии, задаваемый классикой, приводит к большей крутизне
дисперсионных кривых по сравнению с классическими, причем такое
превышение крутизны по мере увеличения продольного волнового чис-
ла также увеличивается. Отмечено, что учет размагничивания, сам по
себе не обеспечивая роста дисперсионных кривых выше квадратич-
ного, в свою очередь, складываясь с обменом, приводит к дополни-
тельному превышению получаемых квадратичных кривых над класси-
ческими.
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22. На основе полученного дисперсионного соотношения с учетом
размагничивания и обмена, рассмотрена зависимость закона дисперсии
для поверхностной волны от толщины пластины. Отмечено, что диспер-
сионные кривые при любой толщине, по мере роста волнового числа,
также возрастают по закону, близкому к квадратичному. При этом
в области значений волнового числа, меньших обратной толщины
пластины, крутизна дисперсионных зависимостей по мере уменьшения
толщины возрастает. В области значений волнового числа, больших
обратной толщины пластины, крутизна дисперсионных кривых по мере
уменьшения толщины асимптотически стремится к величине, свой-
ственной закону дисперсии в отсутствие размагничивания.
23. На основе полученного дисперсионного соотношения с учетом

размагничивания и обмена, рассмотрена зависимость закона дисперсии
для поверхностной волны от величины константы обменного взаи-
модействия. Рассмотрение выполнено при толщине пластины, равной
1 мкм, что обеспечивало начало заметного влияния размагничивания
примерно на середине исследуемого диапазона волнового числа (то есть
около 2 · 104 см−1). В качестве эталона принято значение константы
обмена, свойственное железоиттриевому гранату. Получены дисперси-
онные кривые при разной величине константы обменного взаимодей-
ствия в интервале от одного до ста эталонных значений. Показано,
что при величине константы порядка единицы от эталонного значения,
дисперсионная кривая, хотя и проходит несколько выше классической,
соответствующей задаче Дэймона–Эшбаха, но квадратичный характер
дисперсии заметно не проявляется. Показано, что для заметного про-
явления квадратичности необходимо превышение константы обмена не
менее чем на порядок по сравнению с эталоном. При этом превышение
константы над эталоном на два порядка приводит к полному преобла-
данию квадратичного закона над классическим.
24. Отмечена связанная с численным характером решения задачи

техническая причина ограничения интервала продольного волнового
числа величиной 4 · 104 см−1. Выявлены ее особенности и указаны
пути их преодоления. В качестве важнейшей задачи для дальнейшего
рассмотрения отмечена необходимость расширения исследуемого диа-
пазона продольного волнового числа не менее чем на два порядка.
25. Рассмотрена дисперсия обменных волн при больших волновых

числах вплоть до 107 см−1, при которых длина волны становится
соизмеримой с межатомными расстояниями в материале магнитной
пластины. Исследования выполнены при изменении константы обмен-
ного взаимодействия в диапазоне от 1,6 · 10−12 см2 до 3,4 · 10−11 см2,
включающем в себя константу для железоиттриевого граната (ЖИГ),
равную Q(Y IG) = 3,37 · 10−12 см2. Показано, что во всем диапазоне
изменения константы обмена дисперсионные зависимости имеют воз-
растающий квадратичный характер. По мере увеличения константы от-
носительная степень возрастания уменьшается, то есть рост, хотя и со-
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храняется, но постепенно замедляется. Показано, что волновым числам
порядка 107 см−1, то есть длинам обменных волн порядка межатом-
ных расстояний, соответствуют частоты порядка десятков и неболь-
ших сотен ТГц. Так, при единичной константе для ЖИГ волновому
числу 107 см−1, то есть длине волны в 6,28 нм соответствует частота
около 4 ТГц. Тому же волновому числу при константе 10,0 · Q(Y IG)
соответствует частота около 40 ТГц. Отмечено, что электромагнитным
волнам той же длины соответствуют частоты порядка 104 ТГц, лежа-
щие далеко выше видимого оптического спектра, уже в ультрафиоле-
товой и частично в рентгеновской области.
26. Выполнено сравнение полученного закона дисперсии для каса-

тельно намагниченной пластины с классической формулой дисперсии
для безграничной среды, представляющей собой произведение констан-
ты обмена на квадрат волнового числа. Установлено, что дисперсион-
ная кривая без учета поперечного волнового числа лежит по частоте
выше классической примерно в два раза, однако учет поперечного
волнового числа приводит к уменьшению различия всего до 20%.
Таким образом, показано, что в формировании дисперсионной кривой
для поверхностной волны типа Дэймона–Эшбаха в области волновых
чисел, где обменное взаимодействие сказывается достаточно сильно
(то есть при волновых числах больше 104 см−1), поперечное волновое
число (точнее — его действительная часть) имеет принципиальное
значение. На основе сопоставления дисперсии в безграничном про-
странстве с дисперсией в тонкой пластине отмечена необходимость
более точного определении константы неоднородного обменного вза-
имодействия, а также более глубокой физической разработки роли
поперечного волнового числа.
27. Выявлено существование, кроме основного, дополнительного

решения дисперсионного соотношения. Показано, что основная кривая
при отсутствии обмена и динамического размагничивании переходит
в классическую дисперсионную кривую Дэймона–Эшбаха, по частоте
заключенную между нижней и верхней границами спектра поверхност-
ных магнитостатических волн, причем по мере уменьшения толщины
пластины наклон начального участка классической дисперсионной кри-
вой уменьшается. Показано, что дополнительная дисперсионная кривая
по частоте лежит выше основной, причем в области малых волновых
чисел превышение составляет около 0,5 от нормированной на намаг-
ниченность насыщения частоты основной кривой. Наклон начального
участка у дополнительной кривой отсутствует и с изменением толщины
не меняется. Обе кривые, как основная, так и дополнительная, по мере
увеличения волнового числа имеют сходный квадратичный характер,
причем расстояние по частоте между ними постепенно уменьшается,
а после волнового числа порядка 1,5 · 105 см−1, обе кривые практиче-
ски полностью сливаются. Геометрическая конфигурация этой кривой
от толщины пластины не зависит. При изменении постоянного поля
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смещение дополнительной кривой по частоте подобно смещению ос-
новной, однако по мере увеличения поля расстояние между обеими
кривыми уменьшается (на единицы и небольшие десятки процентов).
28. На основе анализа структуры дисперсионного соотношения по-

казано, что существование двух его решений обусловлено прохожде-
нием через нуль зависимости его левой части от частоты. При этом
характер прохождения через нуль для обеих кривых принципиально
различен. Так, основная дисперсионная кривая формируется при плав-
ном прохождении левой части через нуль, тогда как на частоте до-
полнительной дисперсионной кривой имеет место расходимость, по
обе стороны от которой значение левой части дисперсионного соот-
ношения, имея противоположные знаки, стремится к бесконечности.
Отмечено, что для более глубоко выявления физического смысла до-
полнительной дисперсионной кривой необходимо исследование про-
странственного распределения потенциала и полей волны, а также
ее динамической намагниченности в сочетании с определением угла
отсечки.



Гл а в а 7

ВЛИЯНИЕ ОБМЕНА И РАЗМАГНИЧИВАНИЯ
НА ОГРАНИЧЕНИЕ ВОЛНОВОГО ЧИСЛА

В ЗАДАЧЕ ДЭЙМОНА–ЭШБАХА
С ДИССИПАЦИЕЙ

Настоящая глава посвящена рассмотрению влияния неоднородного
обмена и размагничивания на ограничение волнового числа в задаче
Дэймона–Эшбаха с диссипацией. Будет показано, что необходимым
условием беспрепятственного распространения волны является мень-
шая величина времени собственного пробега волны по сравнению
со временем ее релаксации. Будут выявлены параметры материала
и геометрии структуры, а также частотные свойства, требуемые для
выполнения такого условия, а также выполнена оценка допустимых
параметров реальных материалов и приведены данные, необходимые
для реализации в эксперименте беспрепятственного распространения
волны с большими волновыми числами.
Основной ход изложения следует [37], а необходимые дополнитель-

ные ссылки указываются в тексте.

7.1. Общие замечания о постанове задачи
об ограничении волнового числа

Сегодняшнее развитие устройств обработки информации требует
обращения к временам, исчисляемым пико- и фемтосекундами, а так-
же к размерам, исчисляемым нанометрами. Значительные перспекти-
вы здесь открываются для использования спиновых волн [193–198],
в первую очередь обменных, длина которых исчисляется единицами
нанометров, а доступные частоты СВЧ-диапазона достигают единиц
и десятков терагерц [34]. В этом случае решающее значение приобрета-
ют динамические поля размагничивания [31] и неоднородное обменное
взаимодействие [32–34].
В связи с продемонстрированной в предыдущей главе (разд. 6.23)

возможностью достижения волновым числом весьма высоких значений,
возникает вопрос, в какой степени увеличение волнового числа может
быть реализовано в реальных материалах, то есть, может ли длина вол-
ны уменьшаться до своего физического предела, близкого к межатом-
ному расстоянию. Очевидно, для более коротких волн классическое
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рассмотрение магнитной среды в виде непрерывного континуума стано-
вится неприменимым и требуется рассмотрение на квантовом уровне.
Физический предел рассмотрения магнитостатической волны, опреде-
ляемый межатомным расстоянием, находится в пределах единиц нано-
метров, что соответствует волновому числу порядка 107–108 см−1.
Следует отметить, что имеется ряд теоретических работ [5–8,

11, 12, 15, 16, 222, 224], где на основе классического дисперсионно-
го соотношения Дэймона–Эшбаха показано, что в среде с реальным
уровнем диссипации (например, в железоиттриевом гранате, где кон-
станта Гильберта составляет порядка 0,001) дисперсионная кривая
по мере увеличения волнового числа ограничивается на уровне по-
рядка 104–105 см−1. Из этого следует, что длина спиновой волны
не может быть меньше единиц и десятых долей микрометра, то есть
сотен и тысяч нанометров, что превышает межатомные расстояния
в сотни и тысячи раз, то есть далеко не достигает своего физического
предела.
Такое ограничение обусловлено уменьшением групповой скорости

волны до такого уровня, когда за промежуток времени, равный периоду
колебаний волны, волновое возмущение не успевает пройти расстоя-
ние, равное длине волны, в результате чего волна распространяться
не может.
В то же время, следует отметить, что экспериментальное подтвер-

ждение ограничения диапазона допустимых волновых чисел на уровне
104–105 см−1, в настоящее время отсутствует. Более того, во многих
достаточно современных работах рассматриваются спиновые волны
с волновым числом на порядок и более превышающим отмеченный
выше уровень ограничения. Так, в работе [200], посвященной машин-
ному моделированию спиновых волн с использованием программных
пакетов, работающих по методу конечных разностей или конечных
элементов, на рис. 16 представлены волновые числа порядка 0,1 нм−1,
то есть 106 см−1, на рис. 20 — волновые числа порядка 3 · 106 см−1
и так далее. В экспериментальной работе [199], посвященной воз-
буждению спиновых волн лучом фемтосекундного лазера, падающим
на решетку из никеля, период этой решетки, определяющий длину воз-
буждаемых спиновых волн, составляет 500 нм, то есть волновое число
здесь близко к величине 105 см−1. В экспериментальной работе [202]
продемонстрировано возбуждение спиновых волн с волновым числом
порядка 105 см−1 в спиновом волноводе на основе пермаллоевой плен-
ки шириной 100 нм и толщиной 10 нм. При этом, начиная с волновых
чисел порядка 6 · 104 см−1 до максимально достигнутых волновых чи-
сел 2 · 105 см−1, наблюдался резкий рост частоты возбуждаемых волн
в диапазоне от 11 до 16 ГГц, имевший вид, близкий к квадратичному,
что говорит в пользу обменного характера возбуждаемых волн.
С другой стороны, еще в ранних работах по возбуждению коротких

спиновых волн в неоднородном поле, положивших основу созданию
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высокоэффективных линий задержки СВЧ-сигнала, частично обобщен-
ных в [147] (см. также обзор в главе 1 работы [1]), была показана
не только возможность возбуждения спиновых волн длиной порядка
единиц микрон, но и эффективное их преобразование в упругие волны
той же длины.
Возбуждение обменных спиновых волн длиной в единицы и доли

микрона широко исследовалось в металлических пленках микронных
толщин (см. напр. [71, 75], а также обзор в главе 1 работы [1]). В та-
ких пленках, благодаря проводимости, затухание настолько велико,
что, согласно [5–9, 11, 12, 15, 16, 222, 224], ограничение по волново-
му числу должно наступать уже на уровне 102–103 см−1. При этом
длина волны, особенно на модах высоких порядков, составляла единицы
и десятые доли микрона, то есть волновое число достигало величины
порядка 105 см−1 и какое-либо его ограничение явным образом не на-
блюдалось.
Следует отметить также, что достаточно адекватная теоретическая

трактовка экспериментальных работ по параметрическому возбужде-
нию спиновых волн в условиях нелинейного ферромагнитного резонан-
са [66, 70] основана на рассмотрении таких волн с волновыми числами
порядка 106–107 см−1, то есть имеющих длину менее сотен и даже
десятков нанометров. При этом ограничение по волновому числу тоже
никак не проявляется.
Таким образом, можно полагать, что предсказанное в теории [5–9,

11, 12, 15, 16, 222, 224] ограничение длины спиновых волн единицами
микрометров или волнового числа величинами порядка 104–105 см−1,
в реальной ситуации места не имеет.
В качестве причины снятия такого ограничения можно предполо-

жить отсутствие уменьшения групповой скорости до величины, когда
волновое возмущение за время своего периода не успевает преодолеть
длину собственной волны. То есть групповая скорость при любом
значении волнового числа всегда остается больше минимального кри-
тического значения, обусловливающего ограничение.
Как показано в работах [31–33], благодаря влиянию размагничива-

ния и обмена, групповая скорость спиновой волны по мере увеличения
волнового числа всегда только растет, причем тем сильнее, чем вол-
новое число больше. Напротив того, в классической задаче Дэймона–
Эшбаха, на которой основаны работы [5–9, 11, 12, 15, 16, 222, 224],
групповая скорость по мере увеличения волнового числа стремится
к нулю. Введение в рассмотрение размагничивания и обмена, выпол-
ненное в работах [31–33] такое стремление компенсирует, в результате
чего ограничение по волновому числу, если и может проявляться,
то требует для своего выполнения весьма специфических условий,
предусматривающих сочетание малой групповой скорости с высоким
уровнем диссипации.
Довольно яркую иллюстрацию отсутствия уменьшения групповой

скорости до малых значений дает рис. 6.19. Здесь видно, что хотя
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для кривой 1 на участке изменения волнового числа от 0,2 · 104 см−1
до 0,5 · 104 см−1 групповая скорость, как тангенс угла касательной
к дисперсионной кривой, в самом деле близка к нулю, однако уже
начиная с волновых чисел порядка 0,5 · 104 см−1, откуда начинается
квадратичный рост кривой, эта скорость постепенно увеличивается
тем сильнее, чем волновое число больше. Еще ярче такое отсутствие
уменьшения групповой скорости наблюдается для кривой 5, соответ-
ствующей меньшей толщине пластины (1 мкм против 10 мкм для кри-
вой 1). Здесь пологого участка, подобного наблюдаемому на кривой 1,
вообще не существует, так как ниже ky = 1,5 · 104 см−1 высокая кру-
тизна кривой 5 обеспечивается малостью толщины пластины (то есть
работает размагничивающий фактор), а выше этого значения вступает
в действие обмен, приводящий к квадратичному росту кривой в целом.
Следует заметить, что столь эффектная картина, как на рис. 6.19,

получена при значении константы обмена в 10 раз превышающей
таковую для ЖИГ. Можно полагать, что в случае реальной констан-
ты ЖИГ для устранения пологого участка, необходима еще меньшая
толщина магнитной пластины. Однако, как отмечено в цитированных
выше работах, толщина в 0,1 мкм и менее для проводимых на сего-
дняшний день экспериментов является типичной, что и может способ-
ствовать снятию ограничения на длину обменной волны по волновому
числу.

Замечание. Проведенное в настоящем разделе рассмотрение лик-
видации ограничения по волновому числу является не более чем
качественным. Для количественной трактовки следует прежде всего
рассмотреть механизм ограничения более подробно, то есть найти
критерий, накладываемый на групповую скорость длиной волны и пара-
метром затухания. Далее следует выполнить рассмотрение дисперсии,
подобное проведенному выше, с определением зависимости групповой
скорости от волнового числа, после чего найти условия преодоления
упомянутого критерия за счет обмена и малой толщины пластины,
что даст картину, соответствующую эксперименту. Возможен и более
прямой путь, то есть выполнить анализ дисперсии с учетом затуха-
ния, подобный, проведенному в работах [5–9, 11, 12, 15, 16, 222, 224],
но с привлечением к рассмотрению обменного взаимодействия и дина-
мического размагничивания. Однако можно полагать, что этот способ,
хотя и будет более последовательным, но потребует вычислений значи-
тельно более громоздких, чем непосредственное получение критерия.
Авторы полагают, что исчерпывающе подробное рассмотрение задачи
о наличии или отсутствии ограничения дисперсии по волновому числу
может составить достойный внимания предмет для отдельной работы.
Тем не менее, некоторые вопросы ограничения по волновому числу

количественного характера, в первую очередь касающиеся механизма
ограничения, с определенной подробностью будут рассмотрены в дан-
ной главе настоящей монографии.
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7.2. Дисперсионное соотношение

Геометрия задачи представляет собой касательно намагниченную
ферритовую пластину, то есть полностью совпадает с принятой вы-
ше и подробно изображенной на рис. 5.1 (а также рис. 2.1). Будем
полагать, что волна распространяется перпендикулярно направлению
приложенного поля.
Длина волны и ее групповая скорость определяются из диспер-

сионного соотношения, поэтому, следуя разд. 6.14, а также рабо-
там [31, 32, 34], приведем вкратце его выражение для рассматриваемой
задачи.
Дисперсионное соотношение, приведенное к виду, подобному клас-

сическому соотношению Дэймона–Эшбаха, имеет вид (6.273), (6.357):
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, (7.1)

где величины ρ(±) и ε(±) определяются формулами (6.267)–(6.271),
а оба варианта комплексного поперечного волнового числа k(±)

x имеют
вид (6.274), (6.275), где kd и km — действительные.
Компоненты поперечного волнового числа kd и km в общем слу-

чае (при наличии обмена и размагничивания) определяются реше-
ниями уравнения относительно неизвестной величины ξ, имеющего
вид (6.230), (6.278):

g8c8b + g6c6b + g4c4b + g2ac2b + g2bc2a = 0. (7.2)

В этом уравнении заданные параметры g, не содержащие ξ, опре-
деляются формулами (6.203)–(6.207), а параметры c, содержащие ис-
комую неизвестную ξ, имеют вид (6.216), (6.218), (6.220)–(6.222),
где kd в качестве предварительного шага полного решения определяет-
ся через ky по формуле (6.185), (6.276):

kd = 1√
2

√√√√1+

√
1−
(

β

Ω2 − ΩH(ΩH + β + 1)

)2
· ky. (7.3)

Решение уравнения (7.2) методом поиска нуля приводит к двум зна-
чениям неизвестной ξ, как раз соответствующим значениям компонент
поперечного волнового числа kd и km.
Подстановка перечисленных параметров в дисперсионное соотноше-

ние (7.1), а также учет равенства:

ke
x = ky, (7.4)

согласно (2.159), выполняющегося при kz = 0, позволяет привести
его к виду, содержащему только частоту Ω и продольное волновое
число ky.
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Комплексный характер поперечного волнового числа k(±)
x , в соот-

ветствии с формулами (6.274), (6.275), приводит к комплексному виду
дисперсионного соотношения. В разд. 6.19 (в том числе в «замеча-
нии» в конце раздела) отмечено, что для получения действительной
зависимости частоты Ω от продольного волнового числа ky достаточно
рассмотреть только действительную часть полного дисперсионного со-
отношения (6.388), с учетом (6.393), имеющую вид (6.395):

AB

A2 sin2(dkm) +B2 cos2(dkm)
− udvd + umvm

v2d + v2m
= 0, (7.5)

где используются обозначения (6.369), (6.370), а также (6.379)–(6.382)
с учетом (6.351), (6.352), (6.355), (6.356), взятые при значениях вол-
нового числа k(+)

x и k(−)
x соответственно.

Решение дисперсионного отношения (7.1) или (7.5) в аналитическом
виде вряд ли возможно, поэтому в задачах предыдущей главы решение
выполняется численно методом поиска нуля. Подробная пошаговая про-
цедура выполнения такого решения приведена полностью в работе [33]
и отражена здесь в разд. 6.15–6.19. В настоящей главе использовалась
та же процедура, позволившая получить дисперсионные кривые, при-
веденные далее.

7.3. Время собственного пробега волны

Условием ограничения волнового числа, то есть прекращением рас-
пространения волны является ее затухание на расстоянии, равном
собственной длине.
Согласно общей теории распространения волны, ее длина обратна

волновому числу, с коэффициентом 2π [153, стр. 30], то есть:

λ = 2π
k
. (7.6)

Групповая скорость равна производной от закона дисперсии волны ω(k)
по волновому числу k [153, стр. 430], то есть:

vg = dω

dk
. (7.7)

Таким образом, если известен закон дисперсии магнитостатической
волны ω(k), то ее групповую скорость vg можно найти путем дифферен-
цирования ω(k) по волновому числу k. При этом время tS , за которое
волна проходит расстояние, равное своей длине (называемое далее
«время собственного пробега»), принимает вид:

tS = λ

vg
= 2π

k
·
(
dω

dk

)−1
. (7.8)

Схема нахождения такого времени показана на рис. 7.1. Здесь
на рис. 7.1, а представлены дисперсионные кривые, полученные по фор-
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Рис. 7.1. Зависимости частоты (а), групповой скорости (б) и времени соб-
ственного пробега волны (в) от волнового числа при различных значениях
константы обменного взаимодействия. Значения константы обмена Q отнесе-
ны к таковому для ЖИГ Q(Y IG) = 3, 37 · 10−12 см2 (нормирована на 4π):
1 — Q = 0,5 · Q(Y IG); 2 — Q = 1,0 · Q(Y IG); 3 — Q = 3,0 · Q(Y IG);
4 — Q = 10 · Q(Y IG); 5 — Q = 20 · Q(Y IG). Точечные кривые 6 соответ-
ствуют классической задаче Дэймона–Эшбаха без размагничивания и обмена.

Параметры: H0 = 437,5 Э, 4πM0 = 1750 Гс, d = 10 мкм, αp = 0,05
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муле (7.5) при различных значениях параметра обмена. На рис. 7.1, б —
зависимости групповой скорости от волнового числа, полученные пу-
тем численного дифференцирования дисперсионных кривых, представ-
ленных на рис. 7.1, а. На рис. 7.1, в представлены зависимости времени
прохождения волной расстояния собственной длины tS , полученные
по формуле (7.8). На всех рисунках для сравнения точечной линией
приведены те же зависимости для классической волны Дэймона–Эш-
баха без учета обмена и размагничивания.
Из рис. 7.1, а видно, что по мере увеличения волнового числа

все дисперсионные кривые возрастают по квадратичному закону тем
сильнее, чем константа обмена больше, что соответствует влиянию
обмена, рассмотренному в разд. 6.21.2, а также в разд. 6.23.2.
Все кривые 1–5 проходят выше классической кривой Дэймона–

Эшбаха 6, причем добавка даже при малой величине константы обмена
(кривые 1, 2) во всем интервале изменения волнового числа остается
почти постоянной (около 15 МГц). Некоторое увеличение этой добавки
при волновом числе больше 8 · 103 см−1, хотя и наблюдается, но оно
значительно меньше увеличения, обусловленного обменным взаимодей-
ствием. Согласно показанному в разд. 5.11, такое поведение добавки
к дисперсионным кривым обусловлено влиянием поля размагничивания
волны.
Из рис. 7.1, б, где показаны групповые скорости, соответствующие

дисперсионным кривым на рис. 7.1, а, видно, что все они сначала
резко спадают после чего, пройдя минимум, плавно возрастают. Пер-
вичный спад кривых обусловлен быстрым ростом зависимостей дис-
персии на начальном участке до волновых чисел порядка 3 · 103 см−1.
Минимум соответствует прохождению дисперсионных кривых почти
горизонтального участка, где волновое число меняется от 3 · 103 см−1
до 6 · 103 см−1. В этой области действие размагничивания формы пла-
стины уже заканчивается, а действие обмена еще только начинается.
Здесь классическая дисперсия Дэймона–Эшбаха (кривая 6) приводит
к стремлению групповой скорости к нулю, что и дает в результате огра-
ничение волнового числа. При волновых числах больше 6 · 103 см−1
обмен сказывается все сильнее, так что групповая скорость волны
увеличивается и кривые идут вверх. Это рост проявляется тем более
ярко, чем константа обмена больше.
На рис. 7.1, в приведены зависимости времени собственного про-

бега волны tS от волнового числа, построенные по формуле (7.8) для
тех же значений константы обмена. Видно, что в области минимума
кривых на рис. 7.1, б зависимости времени tS от k имеют максимум.
То есть, чем меньше скорость, тем больше времени требуется волне
для прохождения своей длины. Для классической волны Дэймона–
Эшбаха (кривая 6) это время стремится к бесконечности, так что за
время релаксации она никогда не успевает пройти собственную длину,
вследствие чего волна на этом пути полностью затухает и дальше
распространяться не может.
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Из рисунка видно, что время tS тем больше, чем константа обмена
меньше. То есть именно обменное взаимодействие, поддерживая волну
на пути, не дает ей затухнуть на собственной длине и она может
распространяться дальше. При этом, чем константа обмена больше,
тем такое его положительное действие проявляется сильнее.

7.3.1. Влияние дискретности развертки по волновому числу
на время собственного пробега волны

Зависимости групповой скорости от волнового числа, представлен-
ные на рис. 7.1, б, получены путем численного дифференцирования
дисперсионных кривых, приведенных на рис. 7.1,а. Процедура диффе-
ренцирования выполнялась в соответствии с [259, стр. 562–576], где
учитывался только первый член ряда. Однако в [208, стр. 695] отме-
чено, что «Численное дифференцирование чувствительно к ошибкам,
вызванным неточностью исходных данных, отбрасыванием членов ряда
и т. д., и поэтому должно применяться с осторожностью». Рассмотрим
кратко, какие именно меры предосторожности должны быть приняты.
Можно видеть, что кривые на рис. 7.1, а при волновых числах вы-

ше 4 · 103 см−1 идут довольно полого. При этом их значения на длине
шага по волновому числу меняются крайне мало, так что разность
этих значений, необходимая для вычисления производной, получается
близкой к нулю. Дисперсионные кривые, приведенные на рис. 7.1,а,
получены путем поиска нуля, так что их точность определяется вели-
чиной шага по частоте в процессе такого поиска. Вследствие малости
изменения частоты на длине шага по волновому числу, значение прира-
щения частоты на длине такого шага измеряется несколькими едини-
цами шага по частоте. То есть последовательность этих значений при
изменении волнового числа в области k больше 4 · 103 см−1 имеет сту-
пенчатый характер, где высота ступенек определяется величиной шага
по частоте при поиске нуля. При дифференцировании такой ступенча-
той зависимости на соответствующих участках кривых для групповой
скорости, представленных на рис. 7.1, б, получаются довольно большие
ошибки. При шаге по частоте в 0,5 МГц, который был принят основным
в настоящей работе, кривые для групповой скорости в тех частях,
где они проходят почти горизонтально, испытывают колебания до 5%.
Проверка показала, что уменьшение шага по частоте еще на порядок
к заметному сглаживанию кривых не приводит, однако время расчета,
особенно при волновых числах более 104 см−1 становится неоправ-
данно большим (до нескольких часов). Это происходит при шаге по
волновому числу в 250 см−1, причем дальнейшее уменьшение шага
к повышению точности не приводит. В результате кривые на рис. 7.1, в,
получаемые делением длины волны на значения групповой скорости,
приведенные на рис. 7.1, б, испытывают скачки, достигающие 10%.
Уменьшение шага по волновому числу приводит к учащению скачков
с увеличением их амплитуды. Такое возрастание амплитуды скачков
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происходит из-за того, что знаменатель дроби, определяющей длину
собственного пробега, уменьшается.
Пример разброса значений времени собственного пробега при из-

менении шага по волновому числу показан на рис. 7.2. Приведены
три значения шага, по обе стороны от оптимума. Сплошная кривая
является результатом усреднения значений при шаге, равном 500 см−1.

Рис. 7.2. Зависимости времени собственного пробега от волнового числа, полу-

ченные при различной величине шага по волновому числу: 1 — Δk = 750 см−1,
2 — Δk = 500 см−1, 3 — Δk = 250 см−1. Константа обмена равна Q(Y IG).

Остальные параметры — те же, что приняты при построении рис. 7.1

Из рисунка можно видеть, что шаг в 750 см−1 (точки квадрат-
ные — 1), хотя и отражают рост зависимости в области между
4 · 103 см−1 и 7 · 103 см−1 в сочетании с пологими участками вне этого
интервала, причем разброс их отсутствует, однако расстояние между
этими точками слишком велико и не позволяет получить подробного
представления о полном ходе зависимости. Более того, максимум вбли-
зи k = 5 · 103 см−1 вообще пропущен (так как на него не пришлось
соответствующей точки).
Шаг в 500 см−1 (точки круглые сплошные — 2) отражает ход

кривой с достаточной подробностью, а разброс проявляется только
выше 7 · 103 см−1 и не превышает 10 %.
Шаг в 250 см−1 (точки круглые открытые — 3) общий характер

зависимости (подъем посередине и спады по обе стороны), отража-
ет в достаточной степени, однако приводит к весьма значительно-
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му разбросу, который начинает проявляться уже с волнового числа
около 5 · 103 см−1. Величина разброса достигает 30%, что значительно
больше, чем при шаге в 500 см−1.
На основании данных, представленных на рис. 7.2, можно полагать,

что оптимальным является шаг по волновому числу, равный 500 см−1,
который и был принят в качестве основного в настоящей работе.
Сплошная кривая на рисунке проведена путем усреднения («на глаз»)
точек 2, соответствующих этому шагу. Можно видеть, что она является
достаточно плавной и отклоняется от точек не более чем на 5%.
Эта кривая соответствует кривой 2 на рис. 7.1, в.
Таким образом, склонное к скачкообразному поведение получаемых

зависимостей времени собственного пробега от величины волново-
го числа, вызвало необходимость усреднения с целью приближения
их более гладкими кривыми, которые и приведены на рис. 7.1, в.
То есть эти кривые получены путем сглаживания реально получаемых
зависимостей в пределах около 10%, что следует иметь в виду при
сопоставлении с временами релаксации.

7.4. Время релаксации
Важнейшим параметром, характеризующим возможность распро-

странения волны в диссипативной среде, является время релаксации
ее колебаний. Так, если время релаксации настолько мало, что волна
за это время не успевает пройти расстояние, равное своей длине, то ее
распространение, как волнового процесса, прекращается. Колебания
вблизи точки возбуждения спадают по амплитуде на расстоянии первой
же длины волны настолько, что на расстоянии второй длины волны
колебания уже отсутствуют. То есть колебания в пределах первой
длины волны приобретают апериодический характер и волна дальше
не распространяется.
Волна, амплитуда которой меняется во времени, распространя-

ется с групповой скоростью. Поэтому, если время распространения
волны с групповой скоростью на расстояние своей длины превыша-
ет время релаксации, то волна распространяться не может. В рабо-
тах [5–9, 11, 12, 15, 16, 222, 224] показано, что именно такое обстоя-
тельство является причиной ограничения закона дисперсии волны по
волновому числу. Там же отмечено, что прямое определение групповой
скорости как тангенса угла касательной к дисперсионной кривой, при-
водит после достижения минимума к новому увеличению групповой
скорости (рис. 3 в работе [11]). Однако далее сказано, что это уве-
личение является кажущимся, так как соответствует плавному умень-
шению намагниченности по апериодическому закону на расстояние,
превышающее длину волны, что и дает как бы увеличение групповой
скорости. То есть за время периода спад намагниченности простирается
на значительную длину, а скорость, определяемая как отношение дли-
ны этого спада ко времени периода соответственно возрастает. Однако
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эта «скорость» уже не имеет отношения к распространению волны,
то есть волна, как возмущение среды с определенной периодичностью,
дальше не распространяется.
Таким образом, равенство между временем распространения волны

с групповой скоростью на расстояние своей длины и временем релак-
сации можно считать критерием окончания распространения волны,
то есть критерием ограничения закона дисперсии волны по волновому
числу.

7.4.1. Определение времени релаксации для колебаний
намагниченности

Основным предметом настоящей работы является задача Дэймона–
Эшбаха с учетом обмена и размагничивания, представленная в рабо-
тах [31–34]. Эти работы выполнены без учета затухания, однако ана-
литическое решение, требующее учета поперечного волнового числа,
является довольно громоздким. Для задачи Дэймона–Эшбаха решение
с учетом затухания получено в работах [5–9, 11, 12, 15, 16]. Хо-
тя размагничивание и обмен здесь отсутствуют, однако аналитическая
часть решения вследствие учета комплексного вида волнового числа
также является довольно громоздкой. Объединение этих двух задач,
то есть рассмотрение магнитостатических волн с учетом как обмена
с размагничиванием, так и затухания, еще не выполнено. Следует
ожидать, что оно будет еще более громоздким, чем каждая из этих за-
дач в отдельности, поэтому авторы предпочитают оставить постановку
объединенной задачи для отдельного исследования. Тем не менее, для
рассматриваемой здесь задачи необходимо знание времени релаксации
магнитостатической волны.
Вообще говоря, в наиболее чистом виде оно должно быть определено

из решения упомянутой выше объединенной задачи, которое на данный
момент отсутствует. В то же время, относительно колебаний намагни-
ченности, имеется достаточно подробное решение задачи с учетом зату-
хания, относящееся к возбуждению гиперзвуковых упругих колебаний
на частоте ферромагнитного резонанса [237]. В этой задаче определе-
ние времени релаксации магнитных колебаний легко осуществимо путем
анализа развития колебаний во времени после включения возбуждения.
В рамках настоящей работы положим, что время релаксации в этой

задаче при возбуждении ферромагнитного резонанса то же самое, что
и время релаксации в задаче о распространении магнитостатической
волны типа Дэймона–Эшбаха. То есть для нашей цели воспользуемся
временем релаксации, получаемом на основе решения задачи о гипер-
звуке, рассмотренной в [237].

Замечание. Эквивалентность процесса затухания в обоих случаях
не вполне очевидна, так как процесс релаксации может определяться
конкретной моделью. Так, в динамике доменов [167, 168] релаксация,
соответствующая линейному ФМР, не проходит, так как в доменах на-
магниченность переориентируется в обратном направлении на полный
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угол в 180 градусов, тогда как при ФМР в линейном режиме намаг-
ниченность отклоняется лишь на доли градуса (как правило, не более
чем на 1 градус), после чего начинается нелинейное параметрическое
возбуждение обменных спиновых волн [66, 70]. В самом деле, дина-
мика доменов — процесс существенно нелинейный, механизм развития
которого коренным образом отличается от развития линейного ФМР, что
и дает различие времен релаксации. Однако в рамках настоящей работы
прецессия намагниченности является линейной, так что раскрытие кону-
са прецессии не превышает 1–2 градусов, поэтому можно полагать, что
процессы релаксации для линейной волны и для линейной же прецессии
в [237] происходят одинаково, то есть эквивалентны.

7.4.2. Задача о возбуждении однородной прецессии
намагниченности

Геометрия задачи, совпадающая с принятой в [237], показана
на рис. 7.3. Основу составляет ферритовая пластина толщины d, об-
ладающая магнитными, упругими и магнитоупругими свойствами. Для
рассматриваемых здесь вопросов упругие колебания не нужны, поэто-
му ограничимся только магнитной частью задачи.

Рис. 7.3. Геометрия задачи. Слева — схема кристаллической ячейки

Плоскость системы координат Oxyz совпадает с плоскостью пла-
стины, а центр находится на половине ее высоты. Постоянное по-
ле H0 направлено по оси Oz, переменное h — в плоскости пластины.
Уравнение движения для компоненты намагниченности mx имеет вид
(формула (7) в работе [237]):

∂mx

∂t
= − γ

1+ α2
· [(my + αmxmz) ·Hz − (mz − αmymx) ·Hy−

− α · (m2y +m2z) ·Hx

]
, (7.9)

где mx, my, mz — компоненты намагниченности, нормированные
на намагниченность насыщения M0, γ — гиромагнитная постоянная,
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α — параметр затухания по Гильберту [40–42, 234], а уравнения
для my и mz получаются циклической перестановкой индексов x, y, z.
Будем полагать, что колебания намагниченности возбуждаются пе-

ременным полем правой круговой поляризации, так что эффективные
поля имеют вид:

Hx = h0 sin(2πf0t); (7.10)
Hy = −h0 cos(2πf0t); (7.11)

Hz = H0 − 4πM0mz, (7.12)

где Cm — частота возбуждения.
Намагниченность пластины — типичная для монокристалла ЖИГ:

4πM0 1750 Гс. Постоянное поле H0 = 2750 Э. Амплитуда перемен-
ного поля h0 = 0,01 Э. Частота ФМР при γ = 2,8 МГц · Э−1 рав-
на 2800 МГц. Частота переменного поля равна той же величине:
f0 = 2800 МГц. Параметр затухания α будет далее меняться от 0,0005
до 0,0200 в соответствии с условиями задачи.
Система трех уравнений вида (7.9) для mx, my, mz решалась

числено методом Рунге–Кутта четвертого порядка [208]. Результатом
решения являлась развертка по времени колебаний намагниченности,
происходящих после включения возбуждения.

7.4.3. Схема определения времени релаксации
Рассмотрим определение времени релаксации с помощью схемы,

приведенной на рис. 7.4. Здесь показано развитие во времени колеба-
ний нормированной компоненты намагниченности mx, происходящее
после включения возбуждения, полученное в соответствии с решением
задачи о возбуждении гиперзвука. Колебания настолько частые, что
в масштабе рисунка неразличимы и слились в сплошное черное поле.
Однако огибающая видна совершенно отчетливо.
Согласно классическому определению [219, стр. 210–211,

форм. (48.6), стр. 554, форм. (124.7)], [213, стр. 171–172, форм. (80.1)],
время релаксации равно промежутку времени, за который колебания
от нуля возрастают до величины, составляющей

AR = (1− e−1) ·AS , (7.13)

где e = 2,71828 . . . — основание натуральных логарифмов, AS — ам-
плитуда колебаний в установившемся режиме (то есть при t → ∞).
Полагая AS = 1, получаем: 1− e−1 = 0,6321. То есть время релаксации
равно промежутку времени, за который амплитуда колебаний нарастает
до уровня 0,6321 от своего значения при t→ ∞. Таким образом, нарас-
тание колебаний намагниченности во времени происходит по закону:

mx = 1− exp(t/τR). (7.14)

При этом время релаксации определяется на уровне mx(τR) = 0,6321.
На рис. 7.4 время релаксации, соответствующее этому уровню,

отмечено левой вертикальной пунктирной линией при t = τR(0, 63).
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Рис. 7.4. Схема определения времени релаксации намагниченности. Черное
поле — колебания намагниченности с периодом 3, 5714 · 10−10 с, что соот-
ветствует частоте 2800 МГц. Параметр затухания — α = 0,0006. Остальные

параметры — те же, что приняты при построении рис. 7.1

Однако из рисунка можно видеть, что амплитуда нормированных ко-
лебаний при этом времени еще далеко не достигает единицы. То есть,
если принять так определенное время релаксации за время уменьшения
амплитуды волны за счет затухания, то видно, что волна затухла
еще далеко не совсем и частично может распространяться, по крайней
мере преодолеть расстояние, равное своей длине. Поэтому для большей
верности следует принять за время релаксации время, при котором
амплитуда колебаний достигает более высокого уровня, чем 0,6321,
например уровня 0,9500 от максимального значения. Так определенное
время релаксации показано на рис. 7.4 правой вертикальной пунктир-
ной линией при t = τR(0, 95). В рамках настоящей работы будем рас-
сматривать оба значения времени релаксации, однако времени τR(0, 95)
отдадим определенное предпочтение, как соответствующему более на-
дежному затуханию волны.

7.4.4. Времена релаксации магнитных колебаний при различном
затухании

Применим теперь так определенное время релаксации к колеба-
ниям намагниченности в рамках задачи о возбуждении гиперзвука.
Обратимся к табл. 7.1, где приведены соответствующие времена ре-
лаксации при изменении параметра затухания α от 0,0005 до 0,020,
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что как раз перекрывает диапазон параметров затухания для реальных
ферритов [40–42, 47]. В качестве дополнения в таблице 7.1 приведены
значения полуширины линии ферромагнитного резонанса, соответству-
ющие тем же значениям параметра затухания.

Т а б л иц а 7.1. Времена релаксации и полуширина линии ферромагнитного
резонанса при различном затухании

№ α, ед. t = τR(0, 63), с t = τR(0, 95), с ΔH, Э

1 0,0001 4,80 · 10−7 10,00 · 10−7 0,10

2 0,0002 2,10 · 10−7 4,50 · 10−7 0,20

3 0,0003 1,48 · 10−7 3,00 · 10−7 0,30

4 0,0004 1,13 · 10−7 2,25 · 10−7 0,40

5 0,0005 1,05 · 10−7 2,00 · 10−7 0,50

6 0,0010 0,54 · 10−7 1,35 · 10−7 1,00

7 0,0020 0,30 · 10−7 0,80 · 10−7 2,00

8 0,0050 0,12 · 10−7 0,25 · 10−7 5,00

9 0,0100 0,07 · 10−7 0,16 · 10−7 10,00

10 0,0200 0,03 · 10−7 0,08 · 10−7 20,00

Из таблицы видно, что по мере увеличения параметра затухания
в рассматриваемом диапазоне в 200 раз, время релаксации уменьшает-
ся от 160 для τR(0,63) до 111 для τR(0,95) раз. При этом полуширина
линии ферромагнитного резонанса ΔH увеличивается в те же 200 раз,
что и параметр затухания.
На рис. 7.5 приведены зависимости времени релаксации от пара-

метра затухания, соответствующие данным табл. 7.1. Там же на врез-
ке приведена зависимость поперечной компоненты намагниченности
от параметра затухания при тех же условиях.
Из рисунка видно, что при малых значениях параметра затуха-

ния по мере его увеличении время релаксации спадает очень быстро,
при средних такое падение замедляется, а при больших почти оста-
навливается. Такой характер зависимости подобен закону обратной
пропорциональности. При этом амплитуда установившихся колебаний
также спадает сходным образом, что адекватно соответствует росту
затухания.
Оценим порядок времени релаксации для типичных случаев. Вос-

пользуемся формулой для полуширины резонансной линии ΔH [40,
стр. 46, форм. (1.3.30) с учетом стр. 42, форм. (1.3.15)]:

ΔH = fα

γf
, (7.15)

где γf = 2,8 МГц · Э−1 — гиромагнитная постоянная (для линейной
частоты).
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Рис. 7.5. Зависимость времени релаксации от параметра затухания: 1 —
τR(0,63); 2 — τR(0,95). Остальные параметры — те же, что приняты при по-
строении рис. 7.1 и рис. 7.4. На врезке — зависимость поперечной компоненты

намагниченности от параметра затухания

Выражая α, получаем:

α =
γfΔH

f
. (7.16)

Полагая для большинства ферритов ΔH порядка 20 Э, для частоты
3000 МГц находим α = 0,019, что соответствует временам релакса-
ции τR(0,63) = 0,03 · 10−7 с и τR(0,95) = 0,08 · 10−7 с.
Для железоиттриевого граната среднего качества при тех же усло-

виях ΔH составляет около 1 Э, так что α = 0,001, что соответству-
ет τR(0,63) = 0,50 · 10−7 с и τR(0,95) = 1,50 · 10−7 с.
Учитывая грубость проделанной оценки, а также зависимость па-

раметра затухания α от частоты, можно полагать, что времена ре-
лаксации для большинства ферритов составляют 0,05 · 10−7, а для
железоиттриевого граната — 1,00 · 10−7 с, то есть, по крайней мере,
на порядок больше.
Проверка показывает, что при значении ΔH = 0,15 Э, приведенном

в [42, стр. 31], что соответствует железоиттриевому гранату высокого
качества, при частоте 3000 МГц, когда α = 1,5 · 10−4 время релаксации
составляет 8,0 · 10−7 с−1, а при частоте 9000 МГц достигает 20,0 ·×
× 10−7 с−1, что превышает таковое для большинства ферритов более
чем на два порядка.
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7.5. Сравнение времен релаксации и собственного
пробега волны

Выше отмечено, что факт ограничения дисперсии волны по вол-
новому числу связан с соотношение между временем собственного
пробега волны и временем ее релаксации. То есть волна может распро-
страняться без ограничения по волновому числу только в том случае,
если время собственного пробега меньше времени релаксации, так что
волна, пробегая свою длину, не успевает релаксировать полностью.
Рассмотрим теперь соотношение этих времен на основе данных, при-
веденных в разд. 7.3 и 7.4.4.
Обратимся к рис.7.6, где приведены зависимости времени собствен-

ного пробега tS и времени релаксации τR при различных параметрах
затухания от волнового числа. Кривая tS(k) соответствует кривой 2
на рис. 7.1, в и отражает наиболее типичный материал — железоиттри-
евый гранат. Горизонтальные линии соответствуют различным уровням
параметра затухания.

Рис. 7.6. Зависимости времени собственного пробега tS и времени релаксации
τR при различных параметрах затухания от волнового числа. Утолщенная
кривая соответствует времени собственного пробега при константе обмена
Q(Y IG). Горизонтальные сплошные линии — времена релаксации τR(0,95),
пунктирные — времена релаксации τR(0,65). Параметры затухания: 1, 1′ —
α = 0,0002; 2, 2′ — α = 0,0005; 3, 3′ — α = 0,0020. Остальные параметры —

те же, что приняты при построении рис. 7.1
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Из рисунка можно видеть, что линия 1 проходит значительно выше
кривой tS(k), так что волна с параметром затухания α = 0,0002 может
распространяться при любых значениях волнового числа. Из табл. 7.1
видно, что полуширина линии ΔH для этого случая равна 0,20 Э, так
что это — обычная величина для железоиттриевого граната высокого
качества. Такой или меньший уровень затухания как раз обеспечивает
распространение достаточно коротких волн, описанных в эксперимен-
тах по линиям задержки в неоднородном поле [42, 98, 109, 110, 145–
148].
Линия 2 проходит несколько ниже вершины кривой tS(k), так что

пересекает ее в двух точках А и B. В этом случае волна может
распространяться в двух интервалах волнового числа: первый от нуля
до 4,2 · 103 см−1 (левее точки А), второй — от 6,4 · 103 см−1 до бес-
конечности (правее точки В). То есть здесь как раз имеет место
ограничение дисперсии по волновому числу на уровне 4,2 · 103 см−1,
подробно рассмотренное в работах [5–9, 11, 12, 15, 16, 222, 224]. Од-
нако такое ограничение не является безусловным: волны, волновое
число которых превышает 6,4 · 103 см−1 также могут распространяться,
что и наблюдается, например, в экспериментах по их параметрическому
возбуждению [40–42, 66, 70]. Полуширина линии ΔH в этом случае
составляет 0,5 Э, что отвечает железоиттриевому гранату невысокого
качества, а также некоторым ферритам наилучших марок.
Линия 3 проходит еще ниже вершины кривой tS(k), так что в преде-

лах рисунка пересекает ее только в одной точке при k = 4,2 · 103 см−1.
Поскольку кривая tS(k) при k → ∞ стремится к нулю, то за предела-
ми рисунка пересечение также имеется, однако уже достаточно далеко.
Проверка показывает, что это происходит где-то на уровне 3,0 · 104 см−1.
Ограничение со стороны меньших волновых чисел наступает еще рань-
ше, чем в предыдущем случае, а преодоление ограничения происходит
только при волновых числах более 3,0 · 104 см−1. Полуширина ли-
нии ΔH составляет 2,0 Э, что отвечает ряду большинству ферритов
достаточно хорошего качества. Таким образом, здесь реализация линий
задержки уже затруднительна, так как происходит весьма значитель-
ное ослабление задерживаемого сигнала. Однако параметрическое воз-
буждение также вполне возможно, что и соответствует экспериментам,
описанным в [66, 70].
При дальнейшем увеличении параметра затухания ограничение

наступает еще раньше и преодолевается при волновых числах еще
больших. Проверка показывает, что при α = 0,01, что соответствует
величине ΔH, равной 10,0 Э (полная ширина — 20 Э), преодоление
ограничения происходит на уровне 105–106 см−1, однако оно все же
преодолевается, что и обеспечивает параметрическое возбуждение об-
менных волн в достаточно плохих ферритах, в том числе в поликри-
сталлах [66, 70].
Заметим, что все проведенные оценки относятся к времени релак-

сации на уровне 0,95 от максимума амплитуды, то есть к τR(0, 95).
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При времени релаксации τR(0, 63), как можно видеть из пунктирных
линий на рис. 7.6, ограничения несколько ужесточаются, однако основ-
ные выводы остаются прежними. То есть, если мы хотим работать без
ограничения по волновому числу, то надо использовать железоиттрие-
вый гранат достаточно высокого качества.

7.6. Времена собственного пробега и релаксации
в диапазоне частот

Проведенное выше рассмотрение выполнено на одной частоте
2800 МГц, что недостаточно для уяснения прикладных возможностей.
Рассмотрим теперь времена собственного пробега волны и релаксации
в более широком диапазоне частот.

7.6.1. Время собственного пробега

Величина пробега обусловлена значением групповой скорости, кото-
рая, в свою очередь, определяется законом дисперсии. Поэтому сначала
рассмотрим именно эти величины.
На рис. 7.7 показаны дисперсионные кривые (а) и соответствующие

зависимости групповой скорости от волнового числа (б) при различных
значениях постоянного поля. Для удобства рассмотрения значения
полей подобраны кратными величине 437,5 Э, равной 4πM0/4, где
4πM0 = 1750 Гс — типичная величина для железоиттриевого граната.
Из рис. 7.7, а видно, что все дисперсионные кривые остаются подоб-

ными друг другу, только смещаясь вверх по частоте пропорционально
увеличению поля. При волновых числах меньше 103 см−1 все кривые
приближаются к левому краю рисунка, каждая на своей частоте, опре-
деляемой соотношением

f = γ
√
H0(H0 + 4πM0) , (7.17)

что соответствует нижней частоте спектра поверхностных волн [1, 2].
На рисунке эти участки кривых не показаны, так как для рассматри-
ваемой здесь задачи не представляют интереса (здесь ограничения по
волновому числу нет).
Приведенные на рис. 7.7, б зависимости групповой скорости от

волнового числа также ведут себя практически одинаковым образом:
по мере увеличения k сначала резко спадают, затем спад замедляется
и кривые подходят близко к нулю. В области малых волновых чисел
крутизна спада кривых тем больше, чем поле меньше. Такое их пове-
дение отражает крутизну дисперсионных кривых в этой области: ин-
тервал дисперсии между нижней и верхней частотами спектра по мере
увеличения поля уменьшается, так что и крутизна начального участка
также падает.
Из рис. 7.7, б можно видеть, что в области волновых чисел боль-

ше 4 · 103 см−1 кривые проходят вблизи нуля, однако ожидаемый
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Рис. 7.7. Зависимости частоты (а) и групповой скорости (б) волны от вол-
нового числа при различных значениях постоянного поля H0: 1 — 437,5 Э;
2 — 875,0 Э; 3 — 1312,5 Э; 4 — 1750,0 Э. Константа обмена равна
Q(Y IG) = 3, 37 · 10−12 см2. Остальные параметры — те же, что приняты при

построении рис. 7.1

их рост не заметен из-за недостаточности разрешения рисунка. Про-
верка показывает, что это рост имеет место и он подобен тако-
вому на рис. 7.1, б, однако здесь не представлен ввиду отсутствия
каких-либо особенностей.
На рис. 7.8 приведены зависимости времени собственного пробега

волны при тех же полях и частотах, что на рис. 7.7. построение
аналогично приведенному на рис. 7.1, в.
Из рисунка видно, что в области волновых чисел меньше 4 ·×

× 103 см−1 все точки ложатся на одну кривую с точностью единиц
процентов, однако далее наблюдается заметный разброс, подобный
разобранному в разд. 7.3.1. Можно видеть, что разброс точек проис-
ходит в обе стороны вверх и вниз примерно с одинаковой вероятно-
стью. То есть можно считать, что все зависимости в этой области,
особенно при волновых числах больше 6 · 103 см−1, практически сов-
падают. Усредненная зависимость построена сплошной линией. Видно,
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Рис. 7.8. Зависимости времени собственного пробега волны от волнового числа
для тех же полей, что на рис. 7.7. Цифровые обозначения точек и все пара-

метры — те же. Сплошная кривая — усредненная по всем точкам

что она подобна кривой 2 на рис. 7.1, в. Таким образом, можно сделать
вывод, что зависимость времени собственного пробега волны от ча-
стоты и соответствующего поля с достаточной степенью вероятности
отсутствует.

7.6.2. Время релаксации

Для выяснения вопроса об ограничении волнового числа следует
сравнить время собственного пробега волны со временем релаксации.
Времена собственного пробега получены в предыдущем разделе. Обра-
тимся теперь к рассмотрению времени релаксации в тех же условиях.
Поскольку время пробега определяется из закона дисперсии по-

верхностной волны, а время релаксации из ферромагнитного резонанса
нормально намагниченной пластины, в качестве равенства условий
примем одно и то же значение постоянного магнитного поля.
Зададим для поля те же значения, что были заданы в преды-

дущем разделе, то есть кратные величине 4πM0/4 = 437,5 Э (где
4πM0 = 1750 Гс) с кратностью от единицы до четырех. Поскольку
поле в первую очередь относится к задаче о волне, обозначим его Hw.
В этом поле частота начала спектра поверхностных волн определяется
формулой [1, 2]:

fH = γ
√
Hw(Hw + 4πM0) . (7.18)
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При этом поле, требуемое для возбуждения ферромагнитного резонан-
са в нормально намагниченной пластине на этой частоте, равно:

HR =
(
fH

γ

)
+ 4πM0. (7.19)

Это поле определяется в соответствии с формулой Киттеля для фер-
ромагнитного резонанса в нормально намагниченном диске, приведен-
ной, например, в [41, стр. 54, форм. (1.4.20)] или в [42, стр. 34,
форм. (1.99)].
Параметр затухания α будем определять по формуле (7.16):

α =
γfΔH

f
, (7.20)

в которой полуширину линии будем считать не зависящей от частоты
и поля. Таким образом, изменение времени релаксации при изменении
частоты или поля будет обеспечиваться изменением не ширины линии,
а изменением параметра затухания.

Замечание. Положение о независимости полуширины линии фер-
ромагнитного резонанса от поля и, соответственно, частоты, вообще
говоря, бесспорным не является. Однако, как можно видеть из рабо-
ты [267], в которой выполнено экспериментальное исследование за-
висимости ширины линии от частоты на образце из поликристалли-
ческого иттрий-гадолиниевого граната, эта ширина в интервале ча-
стот от 2000 до 10 000 МГц везде, кроме небольшого участка вблизи
4000 МГц, где она несколько больше, сохраняет одно и то же значение,
равное 55 ± 5 Э (рис. 1 на стр. 619 в [267]). То есть положение
о независимости ширины линии от частоты или поля можно считать
достаточно обоснованным.

В табл. 7.2 приведены значения параметра затухания при различных
значениях поля Hw и соответствующей ему частоты fH (первые два
столбца). В следующем столбце приведены значения поля резонан-
са HR, рассчитанные по формуле (7.19). В последних четырех столбцах
приведены значения параметра затухания α, соответствующие полуши-
рине линии, указанной в скобках. Эти значения рассчитаны по фор-
муле (7.20). Столбцы при α(0,1) и α(0,2) соответствуют железоиттри-
евому гранату хорошего и среднего качества соответственно. Столбцы
при α (0,5) и α(1,0) соответствуют лучшим и средним ферритам.
В табл. 7.3 приведены времена релаксации, полученные по способу,

описанному в разд. 7.4.3, при тех же условиях и для тех же значений
параметра α, что в табл. 7.2.
В предыдущем разделе показано, что максимальное время соб-

ственного пробега в принятых здесь условиях составляет 3,5 · 10−7 с.
Из табл. 7.3 можно видеть, что время релаксации превышает эту
величину только для первых двух столбцов табл. 7.2.
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Т а б л иц а 7.2. Параметр затухания при различных значениях поля

№ Hw, Э
fH ,
МГц

HR, Э
α(0, 1)
×10−5

α(0, 2)
×10−5

α(0, 5)
×10−5

α(1, 0)
×10−5

1 437,5 2739 2728 10,000 20,000 50,000 100,000

2 875,0 4244 3266 6,598 13,196 32,990 65,980

3 1312,5 4614 3755 4,988 9,976 24,940 49,880

4 1750,0 6390 4225 4,040 8,080 20,200 40,400

Т а б л и ц а 7.3. Времена релаксации при тех же полях, что в табл. 7.2

№
τR(0,1)
×10−7, с

τR(0,2)
×10−7, с

τR(0,5)
×10−7, с

τR(1,0)
×10−7, с

1 11,0 5,2 3,4 2,5

2 8,8 4,6 3,2 2,3

3 7,2 4,1 3,0 2,2

4 5,6 3,7 2,7 2,1

На рис. 7.9 показаны зависимости времени релаксации от частоты
при различных значениях полуширины линии резонанса ΔH, постро-
енные по данным табл. 7.1 и 7.2. Там же горизонтальной пунктирной
линией показано время собственного пробега волны, в соответствии
с данными предыдущего раздела, от частоты не зависящее.
Из рисунка можно видеть, что все зависимости в рассматриваемом

интервале частот очень хорошо приближаются прямыми линиями, на-
клон которых тем больше, чем ширина линии меньше. В пределах рисун-
ка линии 1 и 2 проходят выше максимального значения tS , а линии 3
и 4 — ниже. То есть для линий 1 и 2 ограничение по волновому числу
отсутствует, а для линий 3 и 4 имеет место. Линиям 1 и 2 соответству-
ет железоиттриевый гранат, так что только он пригоден для создания
устройств, работающих во всем диапазоне частот. Однако следует за-
метить, что линия 1, соответствующая наилучшему железоиттриевому
гранату, все же пересекает пунктирную линию за пределами рисунка
на частоте 11 000 МГц. То есть на более высоких частотах ограничение
волнового числа даже для лучшего железоиттриевого граната будет
иметь место. С другой стороны, линия 3 ниже частоты 2000 МГц
выходит на участок выше пунктирной линии, то есть при столь низких
частотах ограничение по волновому числу для феррита достаточно
хорошего качества может отсутствовать. Однако для феррита с шири-
ной линии 1,0 Э (линия 4) ограничение будет всегда, особенно если
учесть, что на частотах ниже 1000 МГц в любом феррите потери резко
возрастают из-за доменной структуры, то есть продвижение ниже этой
частоты вряд ли оправдано.
Таким образом, можно сделать вывод, что достаточные условия для

распространения волны при любых значениях волнового числа в ин-
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Рис. 7.9. Зависимости времени релаксации от частоты при различных значениях
полуширины линии резонанса ΔH: 1 — 0,1 Э; 2 — 0,2 Э; 3 — 0,5 Э; 4 — 1,0 Э.
Горизонтальная пунктирная линия — максимальное время собственного пробега
волны tS = 3,5 · 10−7 с (по рис. 7.8). Параметры — те же что в табл. 7.2 и 7.3

тервале частот, представленном на рисунке, выполняются только при
полуширине линии меньше 0,2 Э, чему в полной степени удовлетворяет
только железоиттриевый гранат. Можно полагать, что именно этим
обстоятельством обусловлено отсутствие попыток реализации линий
задержки на ферритах других марок [109, 110, 145–148].

7.7. Время релаксации в широком диапазоне частот

Отступим теперь от сетки частот и полей, принятой в предыдущих
разделах, и рассмотрим время релаксации в более широком диапазоне
частот. В первую очередь будем искать отклонение от закона линейно-
сти по частоте, так как можно видеть, что он в любом случае приводит
к неизбежности ограничения дисперсии по волновому числу.
В самом деле, из рис. 7.9 следует, что зависимость времени релак-

сации от частоты спадает по линейному закону. Продолжая кривую 1
в правую сторону за пределы рисунка, можно видеть, что рано или
поздно она все же пересечет горизонтальную линию, что произойдет
при частоте около 11 000 МГц. То есть при такой частоте ограничение
по волновому числу будет всегда, даже для самого лучшего железо-
иттриевого граната. В то же время, для кривой 3 такое пересечение
имеет место при частоте около 24 000 МГц. То есть получается, что
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для хорошего феррита ограничение наступает раньше, чем для плохого.
Такой вывод не может не вызвать некоторого недоумения, так как,
казалось бы, чем лучше феррит, тем в более широком диапазоне частот
он должен работать.
С другой стороны, если положить продолжение кривой 1 за правую

сторону рис. 7.9 линейным, то получается, что при частоте 11 000 МГц
время релаксации должно быть равно нулю, то есть резонанс после
включения возбуждения затухает сразу и ширина линии по частоте
получается огромной. То есть и ширина линии по полю должна быть
огромной, тогда как мы предположили, что она равна 0,1 Э. Такое
расширение линии на частоте 11 000 МГц противоречит эксперимен-
тальным данным, хотя бы по той же статье [267].
Таким образом, чтобы получить более или менее правдоподобные

результаты, следует предположить, что зависимость времени релакса-
ции от частоты должна спадать не линейно, а по более медленному
закону, то есть по мере увеличения частоты правая часть кривой 1
должна идти более полого, стремясь к горизонтальному уровню.
Контрольная проверка показывает, что при частоте 28 000 МГц

(что значительно выше предполагаемой точки пересечения) в резо-
нансном поле 11750 Э и параметре затухания (в соответствии с фор-
мулой (7.20)), равном 10−5, время релаксации составляет 1,5 · 10−7 с,
так что кривая 1 на рис. 7.9 в самом деле за пределами рисунка идет
более полого и пересечение не наступает. Несколько неожиданным
выглядит значение параметра затухания Q(Y IG) = 10−5, представля-
ющего собой столь малую величину. Тем не менее, в предположении
независимости ширины линии от частоты, соотношение (7.20) дает
именно такое значение.
Для более подробного рассмотрения этого вопроса, обратимся

к рис. 7.10, где показаны зависимости времени релаксации от частоты
при двух довольно характерных значениях полуширины линии резо-
нанса — 0,1 Э (кривая 1) и 1,0 Э (кривая 2). Диапазон частот выбран
значительно более широким, чем на подобном рис. 7.9, что позволяет
проследить ход кривых на большом их протяжении. В рамках насто-
ящего раздела рассмотрим только сплошные кривые, а к пунктирным
обратимся позднее.
Из рисунка можно видеть, что, в отличие от рис. 7.9, линейный

характер кривых имеет место только при сравнительно низких часто-
тах — не более 7 ГГц. Далее спад кривых становится более пологим,
как и ожидалось выше. Такой более пологий ход сдвигает возможную
точку пересечения с линией, соответствующей уровню времени соб-
ственного пробега, в сторону более высоких частот. Более того, как
видно из врезки на рис. 7.10, обе кривые, пройдя минимум в области
частот порядка 30–40 ГГц, далее возрастают, так что время релаксации
увеличивается, создавая более благоприятные условия для распростра-
нения волны по мере увеличения ее частоты.
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Рис. 7.10. Зависимости времени релаксации от частоты в широком диапазоне
частот при двух значениях полуширины линии резонанса ΔH: 1 — 0,1 Э;
2 — 1,0 Э. Горизонтальные пунктирные линии соответствуют максимальному
время собственного пробега волны tS при толщине пластины 10 мкм (верхняя
линия) и 1 мкм (нижняя линия). Остальные параметры — те же, что приняты
при построении рис. 7.9. На врезке показаны те же кривые в диапазоне от нуля

до 100 ГГц

Таким образом, ограничение по волновому числу, следующее из
линейного характера зависимостей на рис. 7.9, в более широком диапа-
зоне частот, может быть исключено или, во всяком случае, значительно
отодвинуто. Рассмотрим далее влияние на рассматриваемые явления
других параметров, в первую очередь — толщины магнитной пластины.

7.8. Влияние толщины пластины на ограничение
волнового числа

Проведенное выше рассмотрение выполнено при одной и той же
толщине пластины, равной 10 мкм. В то же время известно, что закон
дисперсии поверхностных магнитостатических волн от толщины пла-
стины зависит в весьма значительной степени. Типичные кривые такого
типа, правда, для структуры феррит–диэлектрик–металл, можно найти
в работе [1, стр. 120–121, рис. 3.1, рис. 3.2]. Рассмотрим здесь, в какой
степени изменение толщины пластины может сказаться на ограничении
волнового числа поверхностной волны.
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Обратимся к рис. 7.11, где показаны зависимости частоты (а),
групповой скорости (б) и времени собственного пробега волны (в)
от волнового числа при различных значениях толщины пластины.
Из рис. 7.11, а можно видеть, что по мере уменьшения толщины

пластины выгиб вверх дисперсионной кривой в ее начале становится
более плавным. Такое изменение дисперсии связано с увеличением
влияния размагничивающих факторов пластины по толщине. То есть,
чем тоньше пластина, тем сильнее размагничивающее поле «заталки-
вает» волну внутрь пластины, не давая ей как следует «развернуться»
и ее частоте достичь верхней границы спектра до тех пор, пока волна
не станет настолько короткой, что противоположную поверхность пла-
стины и создаваемое ей размагничивающее поле чувствовать не будет.
На рис. 7.11, б показаны соответствующие зависимости для группо-

вой скорости, полученные путем дифференцирования предыдущих кри-
вых. Видно, что смещение достаточно крутого участка дисперсионной
кривой на рис. 7.11, а в сторону больших значений волнового числа,
приводит к сдвигу кривой для групповой скорости в ту же сторону.
При этом минимумы кривых по мере уменьшения толщины пластины
также сдвигаются в сторону увеличения волнового числа.
На рис. 7.11, в приведены соответствующие зависимости для време-

ни собственного пробега волны. Эти зависимости подобны приведен-
ным на рис. 7.1, в, так что, как и ранее, их максимумы обусловлены
минимумами кривых для групповой скорости (рис. 7.11, б).
Таким образом, поскольку минимумы кривых на рис. 7.11, б сдвига-

ются к большим значениям волнового числа, то и максимумы кривых
на рис. 7.11, в сдвигаются в ту же сторону.
Однако высота этих максимумов по мере увеличения волнового чис-

ла существенным образом уменьшается. Такое уменьшение обусловле-
но более плавным характером дисперсионных кривых на рис. 7.11, а
по мере увеличения волнового числа. Плавность кривых приводит
к тому, что существенное влияние обменного взаимодействия, обес-
печивающее квадратичный рост дисперсионных кривых, сказывается
раньше, чем дисперсионная кривая приблизится к горизонтальному
направлению, так что групповая скорость не успевает упасть до малых
значений. Поэтому минимумы кривых на рис. 7.11, б располагаются
тем выше, чем толщина пластины меньше. В результате и максимумы
кривых на рис. 7.11, в, обратные минимумам кривых на рис. 7.11, б, по
мере уменьшения толщины пластины снижаются.
Так, при толщине пластины в 10 мкм максимальное время соб-

ственного пробега составляет 3,5 · 10−7 с, а при уменьшении толщины
пластины до 1 мкм падает до 0,2 · 10−7 с. Столь сильное снижение
значительно ослабляет требования к качеству феррита, необходимому
для отсутствия ограничения по волновому числу. Так, из рис. 7.9 мож-
но видеть, что время собственного пробега при толщине 1 мкм лежит
значительно ниже (почти на порядок) времени релаксации для фер-
рита среднего качества, составляющего около 2 · 10−7 с. То есть, при
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Рис. 7.11. Зависимости частоты (а), групповой скорости (б) и времени соб-
ственного пробега волны (в) от волнового числа при различных значениях
толщины пластины: 1 — 10 мкм; 2 — 5 мкм; 3 — 2 мкм; 4 — 1 мкм. Константа
обмена: Q(Y IG) = 3,37 · 10−12 см2. Остальные параметры — те же, что прияты

при построении рис. 7.1
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желании использовать для линии задержки феррит среднего качества,
следует толщину пластины выбирать как можно меньшей, не более
единиц мкм.
Обратимся теперь еще раз к рис. 7.10, где выполнено сопоставление

времени собственного пробега с временем релаксации. При этом вре-
мя релаксации показано сплошными кривыми, а время собственного
пробега, не зависящее от частоты (разд. 7.6.1), горизонтальными пунк-
тирными линиями для двух значений толщины 1 и 10 мкм.

Замечание. Заметим, что время пробега в разд. 7.6.1 исследовано
в довольно узком диапазоне частот — от 2 до 7 ГГц. Поэтому ис-
пользование здесь, в диапазоне до 100 ГГц, полученного в разд. 7.6.1
факта независимости этого времени от частоты, казалось бы, не вполне
корректно. Для проверки допустимости положения о независимости
времени пробега от частоты была выполнена контрольная проверка
в диапазоне частот до 100 ГГц. Определенной помехой для такой
проверки оказался разброс данных, отмеченный в разд. 7.3.1, который
по мере увеличения частоты резко увеличивался и при частоте 50 ГГц
достигал 40% и более. В этих условиях усреднение все же выявило
небольшое увеличение времени пробега — примерно до (5± 2) · 10−7 с,
что, однако, находится в пределах ошибки по сравнению с максимумом
на рис. 7.8. При этом во всем диапазоне частот максимум всегда при-
ходился на волновое число около 5 · 103 см−1. Таким образом, учитывая
малость наблюдаемого увеличения и отсутствие его выхода за пределы
ошибки, в рамках настоящей работы полагалось, что время пробега в ис-
следуемом диапазоне частот остается постоянным на уровне 3,5 · 10−7 с.
Тем не менее, окончательный вопрос о более подробном характере зави-
симости времени пробега от частоты в какой-то мере остается открытым
и может явиться предметом дальнейшего уточнения.

Итак, из рис. 7.10 видно, что при толщине 10 мкм (верхняя
пунктирная линия) ограничение по волновому числу для материала
с ΔH = 0,1 Э наступает на частоте 14 ГГц, а в материале с ΔH = 1,0 Э
волна вообще не может распространяться (вся кривая 2 лежит ниже
соответствующей пунктирной линии). При толщине 1 мкм (нижняя
пунктирная линия) ограничение при ΔH = 0,1 Э полностью отсутству-
ет, а при ΔH = 1,0 Э, если и имеет место, то уже на частоте около
28 ГГц.
Из врезки видно, что при толщине 10 мкм (кривая 1) волна

с ΔH = 0,1 Э снова может распространяться при частоте выше 51 ГГц,
а при ΔH = 1,0 Э — при частоте выше 82 ГГц. При толщине 1 мкм
(кривая 2) волна с ΔH = 0,1 Э никаких препятствий для распростра-
нения не имеет, а при ΔH = 1,0 Э, слегка затормозив в области около
30 ГГц, на более высоких частотах также может распространяться
беспрепятственно.
Таким образом, уменьшение толщины пластины до величины по-

рядка 1 мкм и менее позволяет практически полностью устранить
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ограничение по волновому числу не только для железоиттриевого гра-
ната, но даже и для другого феррита достаточно высокого качества,
с полушириной линии порядка 1 Э.

7.9. Некоторые практические рекомендации

Одной из важнейших задач, возникающих при создании устройств
обработки информации на поверхностных магнитостатических волнах
типа Дэймона–Эшбаха, является расширение диапазона рабочих ча-
стот до десятков и сотен гигагерц, а также освоение как можно более
коротких волн до единиц нанометров. Определенным препятствием
здесь может явиться ограничение по волновому числу, обусловленное
процессами диссипации колебаний магнитной среды.
Как показано выше, для преодоления ограничения есть две воз-

можности: первая — выбор рабочего материала устройства с возможно
меньшим уровнем диссипации. При толщине пластин порядка 10 мкм
и более приоритет остается только за железоиттриевым гранатом. Вто-
рая возможность — уменьшение толщины пластины до 1 мкм и менее.
Здесь кроме железоиттриевого граната можно использовать высокока-
чественные ферриты других марок, желательно с полушириной линии
не более 1 Э.
Можно полагать, что дальнейшее уменьшение толщины приведет

к возможности использования ферритов средних и худших марок с по-
лушириной линии 10 и более эрстед. Основной аппарат, развитый в на-
стоящей работе, позволяет выполнить такую оценку более подробно.
Заметим, что в настоящее время вопрос об ограничении волнового

числа в эксперименте в достаточной степени не решен, что, по-видимо-
му, связано с трудностью возбуждения достаточно коротких спиновых
волн. Так, проволочная антенна может возбудить волны длиной не ме-
нее 100 мкм [1, стр. 134, рис. 3.8], то есть с волновым числом не бо-
лее 6 · 102 см−1. Возбуждение в неоднородном поле [145, 146, 148] поз-
воляет отодвинуть эту границу до волнового числа порядка 104 см−1,
однако при этом ограничения волнового числа не наблюдалось, или,
во всяком случае, ни о чем таком не сообщалось. Так что экспери-
ментальная задача обнаружения ограничения по волновому числу еще
требует своего решения.
Для активно развиваемых в настоящее время экспериментов по

возбуждению упругих и магнитостатических волн путем воздействия
мощных импульсов света от фемтосекундного лазера [178–180, 184–
188, 199], характерно использование пленок никеля, имеющих уровень
магнитной диссипации довольно высокий. Основные потери здесь обу-
словлены электрической проводимостью никеля, так что полуширина
линии может составлять 100–200 Э и более. Такая же ширина линии
наблюдается в экспериментах по возбуждению спиновых волн в тонких
металлических пленках [42, стр. 134, рис. 3.8], а также [74, 75].
Однако, как в первой, так и во второй группах таких экспериментов
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используются пленки толщиной от 10 до 500 нм, то есть значительно
более тонкие, чем рассмотренные в настоящей работе. Так что можно
полагать, что и в этом случае ограничение по волновому числу или
будет достаточно высоким, или будет вообще отсутствовать. Более
точный ответ на этот вопрос, в том числе на количественном уровне,
по мнению авторов, представляет значительный интерес в качестве
новой задачи, не только теоретической, но и, особенно, эксперимен-
тальной.

Выводы по главе 7

Данная глава посвящена рассмотрению влияния неоднородного
обменного взаимодействия и поля размагничивания на ограничение
волнового числа в задаче Дэймона–Эшбаха о распространении по-
верхностной магнитостатической волны в касательно намагниченной
ферритовой пластине, обладающей диссипацией. Выявлены условия,
при которых такое ограничение может отсутствовать. Приведены реко-
мендации, касающиеся выбора параметров эксперимента, позволяющие
преодолеть ограничение и возбудить волны с большими волновыми
числами.
Основные вопросы, освещаемые в настоящей главе, сводятся к сле-

дующему.
1. Рассмотрен вопрос о возможности практической реализуемости

отмеченного в ряде теоретических работ ограничения максимального
значения волнового числа за счет диссипации. Отмечено, что причиной
такого ограничения может явиться снижение групповой скорости вол-
ны на пологом участке дисперсионной кривой до значения, при котором
волна практически полностью затухает на расстоянии, меньшем ее
длины. Выполнен сравнительный анализ известных на сегодня авто-
рам настоящей работы экспериментальных результатов, Отмечено, что
ограничение волнового числа при значительных уровнях диссипации
в рассмотренных экспериментах не наблюдалось. Высказано предполо-
жение о том, что в реальных материалах квадратичный рост дисперсии
не позволяет групповой скорости уменьшиться до величины, при ко-
торой волна будет затухать на расстоянии своей длины. В качестве
возможной задачи отмечена целесообразность получения численного
критерия соотношения между расстоянием пробега волны до своего
полного затухания и длиной той же волны в зависимости от параметра
диссипации.
2. В рамках классической задачи Дэймона–Эшбаха отмечено, что

при достаточно большом увеличении волнового числа частота волны
приближается к верхней границе своего спектра, то есть достигает вер-
ха допустимой области существования, При этом групповая скорость
волны, будучи производной от закона дисперсии, вблизи верхней гра-
ницы спектра по мере увеличения волнового числа стремится к нулю.
В среде с диссипацией уменьшение групповой скорости приводит
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к уменьшению длины пробега волны до состояния полного затухания.
Когда длина пробега становится меньше собственной длины волны,
распространение приобретает апериодический характер, то есть волна
на собственной длине полностью затухает и далее распространяться
не может, что и проявляется как ограничение закона дисперсии волны
по волновому числу.
3. В рамках отмеченного рассмотрения для волны Дэймона–Эшба-

ха с учетом обмена и размагничивания, но без учета диссипации, при-
ведено дисперсионное соотношение, получена групповая скорость и най-
дено время прохождения волной расстояния, равного собственной длине.
Показано, что по мере увеличения волнового числа дисперсионные кри-
вые за счет обмена и размагничивания растут вверх по квадратичному
закону, групповая скорость, пройдя через минимум, далее растет, а вре-
мя собственного пробега сначала увеличивается, после чего, пройдя
через максимум, далее уменьшается.
4. Рассмотрены зависимости времени собственного пробега от вол-

нового числа при различных значениях константы обменного взаимодей-
ствия. Показано, что по мере увеличения константы обмена время соб-
ственного пробега волны уменьшается. Так, при увеличении константы
обмена по сравнению с таковой для железоиттриевого граната в десять
раз время собственного пробега волны уменьшается в пять раз.
5. Отмечено заметное влияние дискретности развертки по волно-

вому числу на получаемую в результате расчета величину времени
собственного пробега волны. Показано, что такая дискретность, вслед-
ствие высокой чувствительности операции численного дифференциро-
вания к изменению входных данных, приводит к скачкообразному ха-
рактеру зависимости, особенно после прохождения ее максимума, при-
чем относительная величина скачков может достигать 10%. Определе-
но оптимальное значение шага по волновому числу, минимизирующее
амплитуду скачков, после чего выполнено статистическое усреднение
полученных зависимостей.
6. Отмечено, что одновременный учет обмена, размагничивания

и диссипации в едином дисперсионном соотношении приводит к неоправ-
данной математической сложности и громоздкости задачи в целом.
Для преодоления такой сложности выдвинуто предположение о том,
что время релаксации однородных колебаний намагниченности и время
релаксации тех же колебаний в процессе распространения волны между
собой совпадают. В рамках такого предположения рассмотрена вспомога-
тельная задача о возбуждении однородных колебаний намагниченности
в нормально намагниченной пластине, решение которой позволило
определить время релаксации независимым образом.
7. Приведена схема определения времени релаксации с помощью

вспомогательной задачи об однородной прецессии, состоящая в опре-
делении времени развития амплитуды колебаний после включения
возбуждения до уровня 0,63 и 0,95 от максимальной амплитуды в уста-
новившемся режиме.
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8. Рассмотрена зависимость времени релаксации от параметра дис-
сипации Гильберта в уравнении Ландау–Лифшица. Показано, что вре-
мя релаксации по мере увеличения параметра затухания уменьшает-
ся по закону, близкому к обратной пропорциональности. Полученное
время релаксации сопоставлено с временем собственного пробега вол-
ны на своей длине при совпадении остальных параметров основной
и вспомогательной задач. Показано, что необходимым условием рас-
пространения волны является меньшая величина времени собственного
пробега по сравнению со временем релаксации. При этом, если время
собственного пробега в области своего максимума превышает время
релаксации, так что совпадение обоих времен по волновому числу
имеет место в двух точках, то по волновому числу возможны две
области распространения волны. Первая — от нуля до первой точки
пересечения. Именно эта область соответствует случаю ограничения
волнового числа в классической задаче Дэймона–Эшбаха с диссипа-
цией. Вторая область начинается от второй точки пересечения и про-
должается до бесконечности. Здесь распространение волны возможно
только благодаря квадратичному росту закона дисперсии волны за счет
обмена и размагничивания.
9. Рассмотрено время собственного пробега волны при изменении

частоты и поля. Показано, что в интервале частот от 2 до 7 ГГц для
материала типа железоиттриевого граната время собственного пробега
и характер его зависимости от волнового числа с точностью до ста-
тистического разброса около 10%, от частоты и соответствующего ей
поля не зависят. Рассмотрено время релаксации в том же диапазоне
частот и полей. Показано, что время релаксации по мере увеличения
частоты падает по закону, близкому к линейному. Отмечен парадокс,
состоящий в том, что при линейном падении времени релаксации по
мере увеличения частоты ограничение по волновому числу для фер-
рита с малой диссипацией должно наступать при меньшем значении
волнового числа, чем для феррита с большой диссипацией. В качестве
интерпретации такого парадокса высказано предположение о том, что
линейное падение времени релаксации при увеличении частоты, после
достижения определенного минимума должно смениться последующим
ростом. Для проверки такого предположения предпринято исследова-
ние времени релаксации в более широком диапазоне частот вплоть
до 100 ГГц. Показано, что для материала типа железоиттриевого гра-
ната спад времени релаксации по мере увеличения частоты остается
близким к линейному только до частот порядка 10 ГГц. После про-
хождения этой частоты спад замедляется и в области около 30 ГГц
зависимость достигает минимума, после чего возрастает до величин,
сравнимых и даже превышающих время релаксации в области малых
частот. Таким образом, отмеченный выше парадокс полностью разре-
шается.
10. Исследовано влияние толщины пластины на ограничение вол-

нового числа. Показано, что при уменьшении толщины начальный
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рост дисперсионной кривой в области малых волновых числе из резко-
го становится боле плавным, так что минимально достижимое значение
групповой скорости возрастает, в результате чего максимальное время
собственного пробега уменьшается тем сильнее, чем толщина пластины
меньше. При этом уменьшение толщины пластины, приводящее к умень-
шению времени собственного пробега, в сочетании с замедлением и по-
следующим ростом зависимости времени релаксации от частоты, приво-
дит к снятию ограничения по волновому числу во всем исследованном
диапазоне частот, то есть по крайней мере до 100 ГГц. Таким образом,
уменьшение толщины пластины приводит как к значительному расшире-
нию диапазона допустимых частот, так и к полному снятию ограничения
по волновому числу. Такое снятие ограничения для железоиттриевого
граната имеет место при толщине менее 2–3 мкм, а для ферритов дру-
гих марок — при толщине около 1 мкм и менее.
11. Приведены некоторые рекомендации для практического приме-

нения рассматриваемых явлений. Отмечена возможность распростране-
ния магнитостатических волн в материалах с весьма высоком уровнем
диссипации, в том числе в тонких пленках металлов (никеля и других),
в настоящее время активно исследуемых при воздействии мощных
импульсов света от фемтосекундного лазера. При этом условием воз-
буждения таких волн является выбор толщины металлической пленки
не более нескольких десятков нанометров. Поскольку в большинстве
экспериментов с фемтосекундным лазером подобные условия выполня-
ются, поставлен вопрос о необходимости проведения соответствующих
экспериментальных исследований.
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СПИН-ВОЛНОВОЙ РЕЗОНАНС В ТОНКИХ
МАГНИТНЫХ ПЛЕНКАХ В ОТСУТСТВИЕ

ПОВЕРХНОСТНОЙ АНИЗОТРОПИИ

Настоящая глава посвящена рассмотрению возбуждения спин-вол-
нового резонанса, где стоячие волны обменного характера устанавли-
ваются по толщине пленки.
Данная глава несколько выходит из общего строя идей и положений,

освещаемых в настоящей монографии, отличаясь, главным образом, гео-
метрией задачи. Так, во всех предыдущих главах (2–7) рассматриваются
волны, распространяющиеся вдоль плоскости магнитной пластины, здесь
же волны распространяются по ее толщине. Такой выход за рамки об-
щего строя монографии обусловлен тем, что такая геометрия является
единственной, где в эксперименте удается реально возбудить достаточно
эффективные и хорошо управляемые волны обменного характера. При
этом возможность возбуждения обусловлена тем, что толщина пласти-
ны (в качестве которой обычно используется тонкая пленка) составляет
единицы и доли микрометра, что вполне соизмеримо с длиной такой
магнитостатической волны, для которой обменное взаимодействие при-
обретает решающий характер. Хорошо наблюдаемый в эксперименте
спин-волновой резонанс, соответствующий установлению стоячих волн
обменного характера по толщине пластины, побудил авторов несколько
отступить от общего строя монографии и включить в нее настоящую
главу с подробным рассмотрением такого резонанса.
Итак, в настоящей главе, в отличие от традиционной трактовки

спин-волнового резонанса на основе введения поверхностной анизотро-
пии, рассматривается пленка без анизотропии, но с учетом жесткости
цепочки спинов, проходящей от одной поверхности пленки до другой.
В качестве механического аналога задачи рассматриваются колебания
жесткой струны со свободными концами. Получен спектр частот спин-
волнового резонанса и приведены рекомендации по дальнейшему раз-
витию модели жесткой цепочки спинов.
Основной ход изложения следует [38], а необходимые дополнитель-

ные ссылки указываются в тексте.
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8.1. Краткий обзор основных исследований
спин-волнового резонанса

Современные технологии обработки информации требуют освоения
терагерцовых диапазонов частот и нанометровых размеров [268–276].
Разработка конкретных устройств при этом базируется на тонкопленоч-
ной технике, важнейшей из областей которой является использование
тонких магнитных пленок [193–196], причем широкие перспективы
открывает использование распространяющихся в таких пленках магни-
тостатических спиновых волн [200–203].
В работах [1–4, 114] приведены свойства таких волн, возбужда-

емых в традиционной геометрии Дэймона–Эшбаха, то есть в каса-
тельно намагниченной пленке, где распространяются спиновые волны
дипольного характера. Стремление минимизировать размеры устройств
и обеспечить их работу в более высокочастотных диапазонах стиму-
лирует обращение к обменным спиновым волнам [40, стр. 36–41], [41,
стр. 374–424], [42, стр. 198–221]. В работах [31–34], а также здесь
в главе 6 рассмотрены волны типа Дэймона–Эшбаха с участием об-
менного взаимодействия, что по сравнению с дипольными волнами
позволяет более чем на два порядка уменьшить размеры и повысить
рабочие частоты устройств.
Главным препятствием в широком освоении обменных волн явля-

ется требование возбуждения волн нанометровой длины, что связано
с технологическими трудностями создания возбудителей, геометриче-
ские размеры которых были бы соизмеримы с длиной волны. Однако
с давних времен практикуется возбуждение спиновых волн обменной
природы однородным СВЧ-полем в нормально намагниченных тонких
магнитных пленках [71]. При этом длина возбуждаемой волны опреде-
ляется толщиной пленки и уже в ранних работах составляла десятки
нанометров (при толщине пленки в 500 нм в [71] возбуждалось до
десяти гармоник).
Подробный обзор дальнейшего развития таких работ можно найти,

например, в монографиях [41, стр. 410–417], [42, стр. 205–214]. Тео-
ретическая трактовка этих работ базируется на модели поверхностной
анизотропии, впервые предложенной в работе [72]. То есть полагается,
что спин, расположенный на поверхности пленки, подвержен действию
достаточно сильного поля анизотропии, которое препятствует его ко-
лебаниям, то есть вызывает «закрепление» спина на этой поверхно-
сти. Следует заметить, что такое предположение было введено без
какого-либо независимого экспериментального обоснования, а оправ-
дывалось только самим фактом возможности возбуждения спиновых
волн обменного характера однородным СВЧ-полем.
Во всех последующих работах, частично обобщенных в [41,

стр. 410–417], [42, стр. 205–214], экспериментальные результаты
трактовались лишь на основе такой модели, в том числе путем
предположительного введения «частичного» и «упругого» закрепления.
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То есть модель простого «жесткого» закрепления спина для объясне-
ния ряда экспериментов оказывалась недостаточной, а предположение
о «частичном» или «упругом» закреплении вводилось искусственно,
чтобы как-то согласовать выводы модели с экспериментальными дан-
ными.
Дополнительно также следует отметить, что численная оценка ве-

личины анизотропии, требуемой для достаточного закрепления спина
на поверхности, как правило, на порядок и более превышает значение
анизотропии в основном объеме пленки, так что природа ее появления
остается неясной.
В то же время, простые качественные соображения говорят о том,

что спин на поверхности пленки должен быть не закреплен, а наоборот,
более свободен, чем в ее объеме. Положение о большей свободе поверх-
ностного спина следует из того, что внутри объема спин со всех сторон
находится в окружении других спинов, «прикрепляющих» его к себе
за счет обменного взаимодействия, тогда как на поверхностный спин
действуют обменные силы только с одной стороны, соответствующей
основному объему пленки, а с другой стороны, то есть со стороны
свободного пространства, никаких сил нет.
В модели поверхностной анизотропии отсутствует учет обменного

выстраивания спинов в одном направлении. Однако именно обменное
взаимодействие затрудняет изгиб прямолинейной спиновой цепочки,
создавая при изгибе определенную «выпрямляющую» силу. То есть
и здесь модель поверхностной анизотропии оказывается недостаточной.
Настоящая глава посвящена рассмотрению колебаний спинов в тех

же условиях, то есть в нормально намагниченной тонкой пленке, но
без учета поверхностной анизотропии, а также с введением действу-
ющей на спиновую цепочку выпрямляющей силы. В основу описания
обменного взаимодействия положена трактовка, приведенная в моно-
графии [4, стр. 144–166].

8.2. Общая геометрия задачи

Общая геометрия задачи для магнитной пленки показана на рис. 8.1.
Здесь слева (рис. 8.1, а) представлена магнитная пленка в общем

виде. Система координат Oxyz выбрана таким образом, что плос-
кость Oxy совпадает с нижней поверхностью пленки. При этом нижней
поверхности соответствует координата z = 0, а верхней — z = L.
То есть толщина пленки равна L. Постоянное поле H0 перпендику-
лярно плоскости пленки, переменное h приложено в плоскости пленки.
Внешнее магнитное поле H0 предполагается достаточным для выстра-
ивания намагниченности перпендикулярно плоскости пленки (вдоль
оси Oz), то есть оно превышает поле размагничивания 4πM0, гдеM0 —
намагниченность насыщения.
Справа (рис. 8.1, б) показан разрез той же пленки плоскостью Oxz.

Волнистой линией посередине изображена спиновая волна, распростра-
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Рис. 8.1. Общая геометрия задачи: а — магнитная пленка, общий вид; б —
сечение пленки плоскостью Oxz

няющаяся вдоль оси Oz через всю толщину пленки от одной поверх-
ности до другой. При этом предполагается, что переменное поле h
в плоскости пленки однородно, так что во всей пленке при одной и той
же координате z намагниченность прецессирует в одинаковой фазе.
Спины, рассматриваемые как векторы намагниченности, во всей

пленке связаны обменным взаимодействием, определяющим их выстра-
ивание вдоль одной оси. Далее будет рассматриваться не весь массив
спинов, а отдельная их цепочка, ориентированная вдоль оси Oz, про-
ходящая от одной поверхности пленки до другой. Возможность такого
рассмотрения обоснована синфазностью колебаний намагниченности
в пределах любой плоскости, параллельной Oxy. При этом обменное
взаимодействие вынуждает спины внутри цепочки выстраиваться друг
за другом в одну линию, в отсутствие переменно поля ориентирован-
ную точно вдоль оси Oz. Переменное поле может вызывать отклонение
от такой линии. Такое отклонение и будет образовывать внутри це-
почки спиновую волну, распространяющуюся вдоль оси Oz. Попереч-
ные компоненты намагниченности в такой волне будут ориентированы
вдоль осей Ox и Oy, а их амплитуда будет меняться по координате Oz.
Именно такая волна рассматривается далее.

8.3. Модель поверхностной анизотропии

Рассмотрим сначала модель поверхностной анизотропии, следуя ее
классическому виду, впервые предложенному в работе [72].
В этой работе рассмотрен спин-волновой резонанс обменных волн

в нормально намагниченной тонкой пленке. В качестве модели предло-
жена перпендикулярная поверхности пленки линейная цепочка спинов,
рассматриваемых как классические векторы намагниченности, связан-
ные обменным взаимодействием.
Геометрия задачи подобна представленной на рис. 8.1. Это —

нормально намагниченная тонкая пленка, на которую воздействует
однородное переменное поле в ее плоскости. Исследуется возбужде-
ние колебаний спинов под воздействием переменного поля. Система
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координат Oxyz ориентирована таким образом, что плоскость Oxy
совпадает с плоскостью пленки, а ось Oz ей перпендикулярна. По-
стоянное поле приложено вдоль оси Oz, переменное поле приложено
в плоскости Oxy. Колебания намагниченности в плоскости Oxy од-
нородны, так что намагниченность зависит только от координаты z.
Между спинами в пленке имеется обменное взаимодействие, выстра-
ивающее их в одном направлении. Постоянное поле превышает поле
размагничивания формы пленки, так что в стационарном состоянии
намагниченность ориентирована вдоль оси Oz. По толщине пленки
возбуждаются стоячие волны намагниченности.
Главное предположение, составляющее основу работы [72] — нали-

чие в пленке поверхностной анизотропии.
Рассматривается цепочка из спинов, выстроенная вдоль оси Oz.

Крайний спин — S1, следующий за ним — S2. На спин S1 действу-
ют два поля: внешнее H0 и поле поверхностной анизотропии Ha.
На спин S2 действует только внешнее поле, а поле анизотропии не
действует. Спины связаны обменным взаимодействием.
Записывается уравнение движения для первого спина [72]:

∂S1
∂t

= 2J
h̄

[S1 × S2] + γ
[
S1 ×

(
H0 + Ha

)]
, (8.1)

где J — интеграл обмена (однородного обменного взаимодействия),
h̄ — постоянная Планка, γ — гиромагнитная постоянная.
Раскрываем по компонентам:

∂Sx
1

∂t
= 2J

h̄
(Sy
1 − Sy

2 )S
z + γSy

1 (H0 +Ha); (8.2)

∂Sy
1

∂t
= −2J

h̄
(Sx
1 − Sx

2 )S
z − γSx

1 (H0 +Ha), (8.3)

где через Sz обозначена компонента спина по оси Oz, в линейном
приближении одинаковая для обоих спинов, близкая к единице (или
к намагниченности насыщения).
Введем обозначения:

ω1 = γ(H0 +Ha); (8.4)

ωe = 2JS
h̄
, (8.5)

где через S обозначена та же компонента по оси Oz, у которой
индекс «z» опущен за ненадобностью.
С этими обозначениями получаем:

∂Sx
1

∂t
= ωe

(
Sy
1 − Sy

2

)
+ ω1S

y
1 ; (8.6)

∂Sy
1

∂t
= −ωe

(
Sx
1 − Sx

2

)− ω1S
x
1 , (8.7)
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Представим Sy
2 и S

x
2 в виде разложений в ряды по параметру решетки a

и ограничимся их первыми членами:

Sy
2 ≈ Sy

1 + a
∂Sy
1

∂z
; (8.8)

Sx
2 ≈ Sx

1 + a
∂Sx
1

∂z
. (8.9)

Замечание. В работе [72] учтены также последующие члены рядов
со вторыми производными, однако это ничего принципиального нового
не дает, а только увеличивает громоздкость выкладок, поэтому здесь
ограничиваемся членами с первыми производными.

Подставляя (8.8), (8.9) в (8.6), (8.7), получаем:

∂Sx
1

∂t
= −aωe

∂Sy
1

∂z
+ ω1S

y
1 ; (8.10)

∂Sy
1

∂t
= aωe

∂Sx
1

∂z
− ω1S

x
1 . (8.11)

Исключим из этих выражений Sy
1 . Для этого сначала продифференци-

руем (8.10) по времени и в первом слагаемом справа изменим порядок
дифференцирования:

∂2Sx
1

∂t2
= −aωe

∂

∂z

(
∂Sy
1

∂t

)
+ ω1

∂Sy
1

∂t
. (8.12)

Теперь подставим (8.11) в полученное выражение:

∂2Sx
1

∂t2
= −aωe

∂

∂t

(
aωe

∂Sx
1

∂z
− ω1S

x
1

)
+ ω1

(
aωe

∂Sx
1

∂z
− ω1S

x
1

)
. (8.13)

Раскрывая скобки и приводя подобные члены, получаем:

∂2Sx
1

∂t2
= −a2ω2e ∂2S

x
1

∂z2
+ 2ωeω1

∂Sx
1

∂z
− ω21S

x
1 . (8.14)

Это выражение с точностью до первых членов разложений (8.8) и (8.9)
совпадает с формулой (10) в работе [72].
Полученное выражение представляет собой уравнение для первого

спина, который находится в поле поверхностной анизотропии.
Далее в работе [72, форм. (12)] предлагается «принять для внут-

ренних спинов цепочки решение вида»:

Sx
1 = eiωt(α sin kz + β cos kz). (8.15)

Для упрощения записи опустим далее индексы «1» и «x», то есть
запишем (8.15) в виде:

S = eiωt(α sin kz + β cos kz), (8.16)

где под S подразумеваются поперечные, то есть ориентированные вдоль
осей Ox, Oy, компоненты спина внутри цепочки.
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Найдем производные:

∂2S

∂t2
= −ω2eiωt(α sin kz + β cos kz); (8.17)

∂S

∂z
= keiωt(α cos kz − β sin kz); (8.18)

∂2S

∂z2
= −k2eiωt(α sin kz + β cos kz). (8.19)

Подставляя (8.17)–(8.19) в (8.14) и разделяя на eiωt, получаем:

− ω2(α sin kz + β cos kz) = a2k2ω2e(α sin kz + β cos kz) +
+ 2akωeω1(α cos kz − β sin kz) − ω21(α sin kz + β cos kz). (8.20)

Далее, поскольку рассматривается крайний спин цепочки, следует
положить в этой формуле z = 0, откуда получаем:

−ω2β = a2k2ω2eβ + 2akωeω1α− ω21β. (8.21)

Разделяя на α и выделяя β/α, получаем:

(ω21 − ω2 − a2k2ω2e)
(
β

α

)
= 2akωeω1. (8.22)

Выражая β/α, находим:

β

α
= 2akωeω1

ω21 − ω2 − a2k2ω2e
. (8.23)

Это выражение с точностью до первых членов разложений (8.8) и (8.9)
совпадает с формулой (14) в статье [72].
Далее в работе [72] предложены два приближения.
Первое из них имеет вид:

ω1 
 ω, (8.24)

то есть поле анизотропии достаточно велико по сравнению с полем
резонанса внутри цепочки, где можно полагать ω ≈ γH0.
Второе содержит волновое число, обратное длине волны, которая

близка к толщине пластины (при небольшом числе полуволн по ее
толщине) и предполагает, что это волновое число невелико, то есть
толщина пластины достаточно велика. Это приближение имеет вид:

ω1 
 ωeka. (8.25)

Это соотношение предполагает, что поле анизотропии настолько вели-
ко, что оно пересиливает огромное поле обмена, умноженное на доволь-
но малую постоянную решетки, которая в свою очередь умножается
на не очень большое волновое число.
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При таких приближениях в знаменателе формулы (8.23) остается
только первое слагаемое, так что она принимает вид:

β

α
= 2akωe

ω1
. (8.26)

При этом, учитывая второе приближение (8.25), получаем:

β

α
� 1, (8.27)

то есть β � α, в результате чего выражение (8.16) принимает вид:

S = eiωtα sin kz. (8.28)

То есть колебания намагниченности описываются синусоидой, нули
которой совпадают с поверхностями пленки. Требование нулевых зна-
чений намагниченности на поверхностях соответствует закреплению
спинов на этих поверхностях за счет поверхностной анизотропии.
Граничные условия, соответствующие закреплению спинов на по-

верхностях пластины толщины L, то есть при z = 0 и z = L, имеют
вид:

S|z=0 = 0; (8.29)
S|z=L = 0. (8.30)

Подставляя (8.28) в эти условия, получаем дискретный ряд допустимых
значений волнового числа:

k = πn

L
, (8.31)

где n = 1, 2, 3, . . . — последовательные целые числа.
При этом координатная составляющая решения (8.28) принимает

вид:
Sx,y = sin

(
πn

L
z

)
. (8.32)

Эта формула говорит о том, что амплитуда допустимых колебаний
намагниченности распределена по толщине пленки согласно синусу,
нули которого приходятся на поверхности пленки.

8.3.1. Тензор магнитной восприимчивости

Дальнейший шаг расчета состоит в рассмотрении возбуждения на-
магниченности однородным переменным полем, приложенным в плос-
кости пленки, то есть имеющим компоненты hx и hy с зависимостью
от времени вида eiωt.
Поскольку по нормали к пленке приложено достаточно сильное по-

стоянное поле, то намагниченность в стационарном состоянии ориенти-
рована вдоль оси Oz, а переменное поле в плоскости пленки вызывает
появление переменных компонент намагниченности mx и my в той же
плоскости. Расчет выполняется в соответствии с обычным уравнением
Ландау–Лифшица с учетом динамического размагничивания и обмена.
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Результатом такого расчета является выражение для динамической
намагниченности:

m =
↔
χd · h, (8.33)

где
↔
χd — тензор динамической восприимчивости обычного вида, ха-

рактерного для безграничной среды, пример которого приведен в мо-
нографии [4, стр. 160, форм. (7.116)–(7.121)], а также здесь в гл. 2
(разд. 2.2.2).
Так, полагая в цитированной формуле kx,y = 0 (как того требует

геометрия рассматриваемой задачи), получаем:

(8.34)

где введены обозначения:

ωH = γH0; (8.35)

ωE = γqk2M0. (8.36)

При этом:

mx = γM0(ωH + ωE)

(ωH + ωE)2 − ω2
hx + iωγM0

(ωH + ωE)2 − ω2
hy; (8.37)

my = − iωγM0

(ωH + ωE)2 − ω2
hx + γM0(ωH + ωE)

(ωH + ωE)2 − ω2
hy, (8.38)

а резонансная частота определяется выражением:

ω = ωH + ωE , (8.39)

или:

ω = γ

{
H0 + qM0

(
πn

L

)2}
, (8.40)

то есть зависит от числа полуволн n, укладывающихся по толщине
пленки.

8.3.2. Интеграл перекрытия в модели поверхностной
анизотропии

Тензор (8.34) получен в предположении однородного распределе-
ния намагниченности по оси Oz. Однако из (8.32) следует, что та-
кое распределение, благодаря закреплению спинов на поверхностях
пленки, является неоднородным, то есть определяется синусом, за-
висящим от z. При этом намагниченность (8.33) с тензором (8.34)
можно считать «локальной», то есть такое ее значение имеет место
только в точке, определяемой заданной координатой z. В то же время,
полная эффективность возбуждения спин-волнового резонанса опреде-
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ляется не локальной намагниченностью в одной точке, а суммарной, то
есть интегральной намагниченностью, распределенной по всей толщине
пленки от нуля до L.
Определим требуемую эффективность путем интегрирования плот-

ности энергии взаимодействия намагниченности с возбуждающим по-
лем по всей толщине пленки.
В общем случае плотность энергии взаимодействия намагниченно-

сти M с внешним полем H имеет вид [3, стр. 38, форм. (2.4)]:

UH = −M · H = −(MxHx +MyHy +MzHz

)
. (8.41)

Переменное поле будем считать ориентированным в плоскости плен-
ки Oxy и по ее толщине однородным, то есть не зависящим от коор-
динаты z:

H =
{
hx,hy, 0

}
. (8.42)

Намагниченность положим в виде:

M =
{
mx(z),my(z),M0

}
, (8.43)

где через mx,y обозначена динамическая часть намагниченности, малая
по сравнению с M0.
В рассматриваемой задаче зависимость намагниченности от z опре-

деляется формулой (8.32):

mx,y = m⊥ sin
(
πn

L
z

)
, (8.44)

где через m⊥ обозначена амплитуда отклонения намагниченности
от оси Oz (поперечная составляющая намагниченности).
Таким образом, получаем:

UH = −{mx(z) · hx +my(z) · hy

}
. (8.45)

Если задана координата z, то такое взаимодействие можно считать
локальным. Из формулы (8.44) можно видеть, что при z = 0 и z = L
величина U равна нулю, а при промежуточных значениях z меняется
в соответствии с осцилляцией синусоиды.
Для получения эффективности суммарного взаимодействия по всей

толщине пленки следует (8.45) проинтегрировать по всем возможным
значениям этой координаты z от нуля до L, то есть найти так называ-
емый «интеграл перекрытия»:

JS =
L∫

0

[
mx(z) · hx +my(z) · hy

]
dz. (8.46)
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Чтобы не загромождать формулы излишними индексами, а также учи-
тывая постоянство hx,y по координате z, рассмотрим более простое
вспомогательное выражение:

JSn =
L∫

0

sin
(
πn

L
z

)
dz. (8.47)

Выполняя интегрирование, получаем:

JSn =

{ 2L
πn

→ n = 1, 3, 5, . . . ,

0 → n = 2, 4, 6, . . . .
(8.48)

Таким образом, взаимодействие имеет место при нечетных значениях n
и отсутствует при четных.
Формулу (8.48) можно записать в обобщенном виде:

JSp = 2L
π(2p− 1) , (8.49)

где p = 1, 2, 3, . . . .
При этом

UH = −JSp

{
mx0hx +my0hy

}
= − 2L

π(2p− 1)
{
mx0hx +my0hy

}
, (8.50)

где mx0 и my0 определяются формулами (8.37) и (8.38).
Итак, резюмируя данные настоящего раздела, можно видеть, что

роль интеграла перекрытия состоит в выборе из полного решения ви-
да (8.32) или (8.44), где волновое число определяется формулой (8.31)
при любом значении n, только тех решений, которые могут возбуждать-
ся однородным переменным полем, приложенным в плоскости пленки,
что требует выполнения условия

n = 2p− 1, (8.51)

то есть вместо (8.44) получаем:

mx,y = m⊥ sin
[
π(2p− 1)

L
z

]
, (8.52)

где p = 1, 2, 3, . . . — произвольное целое число.
Такие колебания являются резонансными, а их частоты определя-

ются соотношением (8.40), в котором n надо заменить на p в соответ-
ствии с (8.51):

ω = γ

{
H0 + qM0

[
π(2p− 1)

L

]2}
. (8.53)

Таким образом, возбуждаются только те моды, полуволна которых
укладывается по толщине пленки (2p − 1) раз, то есть нечетное их
число. Частота таких мод определяется формулой (8.53). При этом
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эффективность возбуждения (8.50), то есть амплитуда возбуждаемых
мод, по мере увеличения p падает по закону обратной пропорцио-
нальности. То есть, чем больше полуволн укладывается по толщине
пленки, тем возбуждение хуже. Спектр колебаний намагниченности,
определяемый таким распределением частот и амплитуд, вполне удо-
влетворительно согласуется со свойствами спин-волнового резонанса,
наблюдаемыми в эксперименте [71].

8.3.3. Развитие модели поверхностной анизотропии

После того как модель поверхностной анизотропии дала приемле-
мое описание первых экспериментальных результатов по спин-волново-
му резонансу в тонких пленках [71], началось активное ее использова-
ние для множества других экспериментов в самых разнообразных усло-
виях. Достаточно подробный обзор таких исследований с многочислен-
ными ссылками можно найти в монографиях [41, стр. 404–417], [42,
стр. 205–214].
Для детальной интерпретации дискретного характера спин-волно-

вого резонанса простые граничные условия (8.29)–(8.30), предполага-
ющие закрепление спинов на поверхностях пленки, оказались недоста-
точными и были предложены более общие граничные условия вида:

α
∂m

∂z
+ βm

∣∣∣
z=0,L

= 0, (8.54)

где m — переменная часть намагниченности в предположении малых ее
колебаний, α и β — параметры, определяющие удельное соотношение
роли первого и второго слагаемых этого выражения в поведении спинов
на поверхности пленки. В общем случае намагниченность имеет век-
торный характер, однако здесь для простоты этим пренебрегаем. Вывод
таких условий приведен в цитированных монографиях в несколько
отличающемся друг от друга виде, однако приводящем к одинаковым
конечным результатам [41, стр. 407–410], [42, стр. 205–208].

Замечание. В конкретном виде параметров α и β в цитированных
монографиях имеется определенное разночтение. Так, в [41, стр. 410,
форм. (8.3.20)] граничное условие записано в виде:

ξ
∂m

∂z
+m = 0, (8.55)

где [41, стр. 409, форм. (8.3.18)]:

ξ = qM 2
0

2KS
, (8.56)

где KS — «поверхностная плотность энергии взаимодействий, учитыва-
емая эффективным полем» поверхностной анизотропии, то есть, грубо
говоря, константа такой анизотропии, а для параметра ξ явное название
отсутствует.
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С другой стороны, в [42, стр. 207, форм. (7.39)] подобное условие
записано в виде:

∂m

∂z
+ ξm = 0, (8.57)

где ξ — «параметр закрепления» магнитных моментов на поверхно-
сти [42, стр. 207, форм. (7.37)], равный:

ξ = 2KS

qM 2
0

, (8.58)

где величина KS прямо названа «константой поверхностной анизотро-
пии». Можно видеть, что формулы (8.56) и (8.58), используя в левой
части одно и то же буквенное обозначение, описывают величины,
взаимно обратные друг другу.

Несмотря на отмеченное разночтение, основной характер этих усло-
вий, обобщенных в виде (8.54), является достаточно универсальным.
Так, при α = 0 из (8.54) получаем:

m|z=0,L = 0, (8.59)

что соответствует полному закреплению спинов на поверхности, при-
нятому в работе [72].
При β = 0 из того же условия (8.54) получаем:

∂m

∂z

∣∣∣
z=0,L

= 0, (8.60)

что соответствует полностью свободным спинам на поверхности, то есть
отсутствию какой-либо «поверхностной анизотропии». Этот случай рас-
смотрен ранее [72] в работе [277].
В математической трактовке, например, относительно достаточно

общей задачи о колебаниях струны или пружины, эти условия соответ-
ствуют струне с закрепленными (8.59) и свободными (8.60) концами,
а полное условие (8.54) — наиболее общему случаю так называемого
«упругого закрепления» [207, стр. 39–41, форм. (50)–(54)].
Таким образом, условие типа (8.54) отражает достаточно широкий

спектр различных состояний поверхности, что и позволяет удовлетво-
рить разнообразным спектрам спин-волновых резонансных колебаний,
полученным в работах, цитированных в [41] и [42], путем надлежаще-
го выбора «параметров закрепления» α и β.

8.3.4. Оценка величины поверхностной анизотропии

Оценим величину анизотропии, требуемой для эффективного за-
крепления спинов на поверхностях. Будем исходить из основной трак-
товки такого закрепления, предложенной в работе [72].
Выразим частоты ωe и ω1 через соответствующие поля: ωe = γHe,

ω1 = γHa (в пренебрежении H0), где He — поле однородного обменного
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взаимодействия («обменное поле» или «поле Вейсса»), а Ha — поле
поверхностной анизотропии. При этом (8.26) принимает вид:

β

α
= 2akHe

Ha
. (8.61)

Из условия (8.27), пренебрегая коэффициентом «2» в (8.26), получаем:

Ha 
 akHe. (8.62)

Оценим требуемую величину Ha при типичных параметрах экс-
перимента. Положим обменное поле He ≈ 107 Э [39, стр. 83, 262],
а постоянную решетки a ≈ 10−8 см. Толщину пленки возьмем равной
1 мкм. При этом, полагая, что по толщине пленки укладывается од-
на полуволна стоячих колебаний, получаем волновое число порядка
k ≈ 104 см−1. Подставляя эти значения в (8.62), получаем Ha 
 103 Э,
то есть поле анизотропии должно составлять порядка 10 000 Э и более.
Поле анизотропии оценим с помощью формулы [41, стр. 85,

форм. (2.2.10)], [3, стр. 171, форм. (4.119)]:

Ha = 2K1
M0
, (8.63)

где K1 — константа кубической анизотропии.
Замечание. Во второй из приведенных ссылок формула для поля

анизотропии (4.119) не содержит коэффициента «2», как оно дано
в виде HA1 по первой ссылке в формуле (2.2.10). Это связано с тем,
что приведенные в той же первой ссылке ориентационные зависимости
частоты ферромагнитного резонанса (стр. 95, рис. 2.2.8, рис. 2.2.9)
используют в качестве базового именно поле HA1 без такого коэффи-
циента. Однако там же двумя строками ниже сказано, что «величи-
ну 2HA1 называют часто полем анизотропии». Более того, получение
поля анизотропии путем дифференцирования плотности энергии по
компонентам намагниченности [3, стр. 186, форм. (4.186)], например,
с использованием формул (4.117) или (4.118), приведенных на стр. 171
в [3] (здесь — формула (2.3) в разд. 2.2.1), приводит к выражению,
содержащему коэффициент «2». Поэтому в настоящей работе будем
придерживаться для поля анизотропии выражения, содержащего коэф-
фициент «2», то есть (8.63).
Оценим поля анизотропии в материалах, типичных для экспери-

ментов по спин-волновому резонансу. Достаточно часто используются
пленки железа, никеля и пермаллоя, имеющие кубическую структуру.
Воспользуемся данными, приведенными в [39, стр. 59, 281]. Так, на-
магниченность M0 для железа положим равной 1700 Гс, для никеля —
500 Гс, для пермаллоя — 880 Гс. Константы анизотропии для тех же
материалов будем считать равными 4 · 105 эрг · см−3, 4 · 104 эрг · см−3
и 3,5 · 103 эрг · см−3. При помощи формулы (8.63) получаем поля
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анизотропии: для железа — 470 Э, для никеля — 160 Э, для перм-
аллоя — 8 Э. Эти поля анизотропии — в объеме материала Все они
значительно ниже требуемой величины поля анизотропии на поверхно-
сти Ha ∼ 10 000 Э. То есть можно полагать, что для реализации модели
поверхностного закрепления спинов, поле поверхностной анизотропии
для железа и никеля должно превышать поле анизотропии в объеме
этих материалов не менее чем на один–два порядка величины, а для
пермаллоя не менее чем на три порядка.
Более приемлемые величины полей анизотропии имеют место для

смешанных ферритов-гранатов [3, стр. 227, табл. 5.1]. Так, для фер-
рита состава (EuEr)3(FeGa)5O12 поле анизотропии составляет от 5000
до 9000 Э. Однако для наилучшего с точки зрения резонансных
свойств феррита, железоиттриевого граната Y3Fe5O12, поле анизотро-
пии составляет всего около 40 Э [3, стр. 172], что для удовлетворения
неравенства (8.62) явно недостаточно. Тем не менее, в железоиттрие-
вом гранате спин-волновой резонанс прекрасно наблюдается [89], что
говорит о недостаточности модели поверхностной анизотропии в этом
случае.

8.3.5. Обсуждение модели поверхностной анизотропии

Описанная в предыдущих разделах модель поверхностной анизо-
тропии, в том числе с дальнейшим развитием, позволила описать
значительное количество экспериментальных результатов. Однако, как
в самой модели, так и в развитом варианте, содержатся некоторые
моменты, вызывающие определенное неудовлетворение.
По статье [72], где эта модель была впервые предложена, остается

довольно произвольным предположение о существовании самой «по-
верхностной анизотропии», как таковой, то есть о различии действую-
щих на спин сил на поверхности пленки и внутри ее объема. В самом
деле, на спин, находящийся внутри цепочки, действуют два соседних
спина, расположенных в той же цепочке по обе стороны от первого.
Однако на спин, находящийся на поверхности, то есть на конце цепоч-
ки, действует только один спин, так как он соседствует с единственным
принадлежащим цепочке спином, а по другую сторону от него нахо-
дится открытое пространство, где никаких действующих на спин сил
нет. Таким образом, внутренний спин находится в более тесном окру-
жении, чем внешний, то есть он «закреплен» значительно сильнее, чем
тот, который находится на поверхности. Однако модель поверхностной
анизотропии предполагает, что «закреплен» именно внешний спин.
Обращаясь к аналогии со струной [207], можно сказать, что модель

поверхностной анизотропии соответствует струне с закрепленными
концами, тогда как более свободное положение внешнего спина по
сравнению с внутренним соответствует струне со свободными концами.
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Граничные условия, соответствующие высвобождению спинов на
поверхностях пластины, вместо (8.29) и (8.30) принимают вид:

∂S

∂z

∣∣∣
z=0

= 0; (8.64)

∂S

∂z

∣∣∣
z=L

= 0. (8.65)

Положим решение уравнения (8.14) в наиболее общем виде, совпадаю-
щем с (8.16):

S = eiωt(α sin kz + β cos kz). (8.66)

Производная этого выражения имеет вид:

∂S

∂z
= keiωt(α cos kz − β sin kz). (8.67)

Подставляя (8.67) в граничные условия (8.29) и (8.30), из первого
получаем

α = 0, (8.68)

а из второго:
k = πn

L
, (8.69)

где n = 1, 2, 3, . . . — последовательные целые числа.
Таким образом, координатная составляющая решения (8.66) прини-

мает вид:
Sx,y = cos

(
πn

L
z

)
, (8.70)

что отличается от (8.32) заменой синуса на косинус.
Интеграл перекрытия вместо (8.47) принимает вид:

JSn =
L∫

0

cos
(
πn

L
z

)
dz. (8.71)

Выполняя интегрирование, получаем:

JSn = L

πn
sin
(
πn

L
z

)∣∣∣∣
z=L

z=0

= 0. (8.72)

Таким образом, предположение о свободных спинах на поверхностях
пленки приводит к отсутствию возможности возбуждения колеба-
ний намагниченности однородным переменным полем, приложенным
в плоскости той же пленки.
Итак, получаем, что необходимым условием возможности возбуж-

дения является распределение намагниченности по толщине пленки
в соответствии с функцией синуса, а не косинуса. Можно полагать,
что именно такое положение дел, то есть необходимость получения
синуса, побудило принять в статье [72] предположение о закреплении
спинов, то есть о существовании поверхностной анизотропии.
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Другим моментом, вызывающим определенное неудовлетворение,
является некоторое несоответствие числовой оценки поверхностной
анизотропии значению анизотропии в объеме пленки. Примеры такого
несоответствия приведены в предыдущем разделе. Следует заметить,
однако, что развитие модели, рассмотренное в разделе 8.6, в известной
степени позволило подогнать модель под экспериментальные резуль-
таты, что потребовало определенного подбора значений параметров
закрепления. С другой стороны, какие-либо независимые эксперимен-
тальные указания на существование и измерение величины поверх-
ностной анизотропии, кроме классического спин-волнового резонанса,
по-видимому, отсутствуют. Таким образом, можно полагать, что вопрос
о наличии или отсутствии закрепления спинов на поверхностях пленки
как механизма, обеспечивающего интерпретацию явления спин-волно-
вого резонанса, на сегодняшний день остается открытым.
В настоящей работе далее предпринята попытка построения модели,

описывающей явление спин-волнового резонанса без привлечения по-
верхностной анизотропии, то есть в предположении не закрепленных,
а свободных концов цепочки спинов. При этом введено в рассмотрение
свойство жесткости спиновой цепочки, состоящее в том, что, благодаря
обменному взаимодействию, спины внутри цепочки стремятся выстро-
иться по прямой линии вдоль одной оси, а всякое отклонение спинов
от этой оси внутри цепочки вызывает сильное противодействие, обес-
печиваемое силами неоднородного обмена. Таким образом, спиновая
цепочка проявляет определенное свойство жесткости, препятствующей
ее изгибу. Для построения такой модели рассмотрим сначала механиче-
скую аналогию на примере известной задачи о колебаниях струны [207,
стр. 23–27], в которой положим свойства струны жесткими относи-
тельно изгиба, то есть будем полагать, что при всяком изгибе струны
возникает выпрямляющая сила, противодействующая этому изгибу.

8.4. Модель жесткой струны

Главным объектом рассмотрения в описанной выше модели поверх-
ностной анизотропии является прямая цепочка спинов, выстроенная от
одной поверхности пленки до другой. При этом концы цепочки на по-
верхностях закреплены, а внутреннее устройство цепочки не рассмат-
ривается, кроме, разумеется, предположения (8.15) (или (8.16)), отра-
жающего лишь волну, распространяющуюся вдоль цепочки. Представ-
ление решения в таком виде, вообще говоря, является универсальным
и может быть применено к цепочке с любым внутренним устройством.
В то же время, решение предполагает локальные отклонения спинов
от прямой линии в соответствии с синусом или косинусом. То есть
цепочка должна как-то изгибаться. Вполне естественно предположить,
что изгиб цепочки вызывает силы обменного взаимодействия, такому
изгибу препятствующие. То есть цепочка является как бы «жесткой»
и в той или иной степени сопротивляется изгибу.
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С другой стороны, цепочку, закрепленную на обоих концах, можно
рассматривать как эквивалент натянутой струны, поперечные коле-
бания которой также описываются смещениями, перпендикулярными
линии, вдоль которой эта струна натянута. В классическом варианте
задача о колебаниях струны рассматривается в предположении, что
«струна не сопротивляется изгибу» [207, стр. 23, второй абзац снизу].
Однако можно полагать, что отмеченная выше «жесткость» цепочки
спинов эквивалентна жесткости струны, которая теперь изгибу сопро-
тивляется.
Поэтому, с методической стороны, сначала обратимся к более про-

стой в идеологическом отношении вспомогательной задаче, а именно —
к рассмотрению механической модели струны, обладающей определен-
ной жесткостью, то есть сопротивляющейся изгибу.

8.4.1. Сопротивление изгибу жесткой струны

Далее будут рассматриваться колебания струны вокруг равновес-
ного положения, которое она имеет в состоянии покоя. Так как ско-
рость распространения возмущений по струне конечна, то в процессе
колебаний струна претерпевает изгибы в различных ее частях. Бу-
дем считать струну достаточно жесткой, так что ее изгиб вызывает
определенное сопротивление, то есть при изгибе струны возникает
сила, препятствующая этому изгибу. Положим, что сила сопротивления
изгибу в заданной точке тем сильнее, чем больше изгиб в этой точке.
В геометрическом отношении изгиб струны соответствует локальной
кривизне ее профиля [278, стр. 551–553].
Для простоты начального рассмотрения положим, что струна изо-

гнута только в одном месте, то есть на локальном участке конечной
протяженности, а по обе стороны от этого участка струна остается
прямой.
Рассмотрим общую схему локального изгиба жесткой струны, пред-

ставленную на рис. 8.2. Система координат Oxy ориентирована таким
образом, что ось Ox соответствует начальному положению струны
в отсутствие изгиба, а ось Oy отражает смещение точек струны
в поперечном направлении. Функция зависимости смещения струны
от координаты x обозначена через u(x).
На рис. 8.2, а показан профиль (конфигурация) частично изогну-

той струны. Предполагается, что максимальный изгиб, то есть макси-
мальная кривизна профиля имеет место в центральной части струны.
Полагаем, что на участках АВ и DE изгиб отсутствует, эти участки
прямые. На участке ВС изгиб нарастает, на участке CD изгиб спадает.
Максимальный изгиб, то есть максимальная кривизна профиля струны
имеет место в точке С. В этой точке действует сила сопротивления
изгибу P, направленная таким образом, чтобы уменьшить кривизну
профиля, то есть в отрицательном направлении оси Oy (по рисунку
вниз).
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Рис. 8.2. Схема формирования второй производной при изгибе струны: а – про-
филь (конфигурация) изогнутой струны; б — первая производная от профиля

струны; в — вторая производная от профиля струны

На рис. 8.2, б показана первая производная от конфигурации струны
по координате x, то есть du/dx. Можно видеть, что на участках А′В′
и D′E′ производная постоянна, что обусловлено линейностью нараста-
ния профиля u(x) на этих участках (рис. 8.2, а). На участке А′В′ про-
изводная du/dx положительна, на участке D′E′ отрицательна. Между
этими участками, то есть от точки В′ до точки D′ производная спадает,
причем в точке С′ проходит через нуль. В этой же точке С′ крутизна
спада производной максимальна, что отражает резкий переход кривой
на рис. 8.2, а от нарастания к убыванию.
На рис. 8.2, в показана вторая производная от конфигурации струны

по координате, то есть d2u/dx2. Можно видеть, что на участках А′′В′′
и D′′E′′ производная равна нулю, что обусловлено постоянством первой
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производной (рис. 8.2, б) на этих участках. Между этими участками,
то есть от точки В′′ до точки D′′ вторая производная везде отрицатель-
на, что отражает спад первой производной в этой области. Наиболее
глубокий минимум имеет место в точке С′′, где наклон зависимости
первой производной по координате x максимален. Можно видеть, что
этот минимум второй производной приходится как раз на точку мак-
симальной кривизны профиля на рис. 8.2, а, то есть на ту точку, где
сопротивление струны изгибу максимально.
Предположим далее, что сила P, с которой струна сопротивляется

изгибу в данной точке, прямо пропорциональна второй производной
от профиля струны в этой же точке.

Замечание. Следует заметить, что предположение о прямой про-
порциональности силы сопротивления второй производной является,
вообще говоря, произвольным, то есть пропорциональность может быть
не прямой, а определяться каким-то другим законом степенного или
иного вида. Однако можно полагать, что в разложении в степенной
ряд любой зависимости член первого порядка всегда присутствует
с тем или иным коэффициентом, то есть упомянутое предположение
можно считать правомерным с точностью до линейного приближения,
рамками которого ограничимся далее.

Таким образом, полагаем, что сопротивление жесткой струны из-
гибу можно описать путем введения в рассмотрение силы P , про-
порциональной второй производной от зависимости смещения струны
по координате, то есть:

P = r
d2u

dx2
, (8.73)

где r — коэффициент сопротивления изгибу, который можно назвать
«константой изгибной жесткости» струны.
Можно полагать, что в общем случае направление действия силы P

определяется нормалью к касательной, проведенной к кривой u(x)
в точке максимальной ее кривизны, то есть вместо (8.73) следует
записать:

P = r
d2u

dx2
· n, (8.74)

где n — вектор указанной нормали.
В проделанном рассмотрении (рис. 8.2) положено, что точка мак-

симального изгиба С приходится на максимальное отклонение струны
от равновесного положения. Однако в общем случае значительный,
в том числе наиболее резкий изгиб может иметь место не в точке
максимума функции u(x), а в стороне от такого максимума, например,
где эта функция монотонно возрастает или убывает. В этом случае
точка максимальной кривизны может также не совпадать с максиму-
мом функции u(x), то есть сильный излом может быть где-то сбоку,
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а окрестность максимума достаточно плавной. В этом случае для
определения кривизны следует использовать формулу [278, стр. 556]:

k(x) = f ′′(x)[
1+
(
f ′(x)

)2]3/2 . (8.75)

где k — значение кривизны в точке x.
Заметим, однако, что в представленном на рис. 8.2 случае первая

производная в точке С′ равна нулю, так что формула (8.75) приобретает
вид:

k(x→ C) = f ′′(x→ C), (8.76)

что с точностью до постоянного множителя соответствует (8.73).
Кроме того, в окрестности изгиба можно повернуть систему коор-

динат таким образом, чтобы точка максимального изгиба совпадала
с точной максимума функции x1. В этом случае значение кривизны
останется прежним (так как это — свойство кривой, а не системы
координат), а первая производная опять обратится в нуль.
В случае малого изгиба струны также можно положить:

f ′(x) � 1, (8.77)

так что знаменатель формулы (8.75) опять обращается в единицу.
Итак, чтобы не усложнять дальнейшего рассмотрения, ограничимся

случаем малого изгиба, так что для силы, препятствующей изгибу,
примем выражение (8.73), а направление силы P будем считать пер-
пендикулярным равновесному положению струны, то есть по рис. 8.2 —
вдоль оси Oy.

8.4.2. Волновое уравнение с третьей производной
Получим теперь уравнение колебаний жесткой струны, сопротив-

ляющейся изгибу. При выводе будем следовать методу, используемому
для струны в отсутствие сопротивления изгибу [207, стр. 23–26], кото-
рый дополним учетом силы сопротивления изгибу, пропорциональной
второй производной от профиля струны.
Обратимся к рис. 8.3, где показаны силы, действующие на малый

участок струны между точками с координатами x1 и x2.
На этом рисунке буквами А и В обозначена часть профиля струны,

представляющая интерес для рассмотрения. Описываемая далее карти-
на полностью характерна для всего протяжения струны, а рассматрива-
емый здесь участок между точками 1 и 2 выбран исходя из наглядности
рисунка в качестве типичного примера.
Характер расположения сил натяжения и противодействия изгибу

одинаков на всем протяжении струны, поэтому в дальнейшем рас-
смотрении будем указывать индексы «1» и «2» только там, где это
будет необходимо. Будем полагать отклонения струны от положения
равновесия достаточно малым, так что углы α1,2 также можно считать
малыми.
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Рис. 8.3. Силы, действующие на малый участок струны между точками 1 и 2:
АВ — профиль струны

Итак, составляющая силы натяжения вдоль оси Oy при малом α
имеет вид:

Tu = T0 sinα ∼= T0 tgα = T0
∂u

∂x
, (8.78)

то есть:
Tu = T0

∂u

∂x
, (8.79)

Составляющая силы противодействия изгибу вдоль оси Oy пропорци-
ональна второй производной от профиля струны, то есть при малом
значении α имеет вид:

Pu = −P0 ∂
2u

∂x2
. (8.80)

Здесь величины T0 и P0 — положительны.
Сила на участке (x1;x2) вдоль оси Oy складывается из двух сил —

натяжения и противодействия изгибу:

Vx1,2 =
(
Tu|x2 − Tu|x1

)− ( Pu|x2 − Pu|x1
)
. (8.81)

С помощью (8.78) и (8.80) записываем:

Vx1,2 = T0

(
∂u

∂x

∣∣∣
x2

− ∂u

∂x

∣∣∣
x1

)
− P0

(
∂2u

∂x2

∣∣∣∣
x2

− ∂2u

∂x2

∣∣∣∣
x1

)
. (8.82)

Запишем первую скобку через среднее значение на участке (x1;x2):

∂u

∂x

∣∣∣
x2

− ∂u

∂x

∣∣∣
x1

= ∂

∂x

(
∂u

∂x

∣∣∣
x1,x2

)
· (x2 − x1) = ∂2u

∂x2
· Δx, (8.83)

где Δx = x2 − x1.
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Аналогично для второй скобки получаем:

∂2u

∂x2

∣∣∣∣
x2

− ∂2u

∂x2

∣∣∣∣
x1

= ∂

∂x

(
∂2u

∂x2

∣∣∣∣
x1,x2

)
· (x2 − x1) = ∂3u

∂x3
· Δx. (8.84)

Подставляя (8.83) и (8.84) в (8.82), получаем силу в виде:

Vx1,2 =
(
T0
∂2u

∂x2
− P0

∂3u

∂x3

)
· Δx. (8.85)

Импульс силы за время Δt = t2 − t1 равен:

δVx1,2 =
(
T0
∂2u

∂x2
− P0

∂3u

∂x3

)
· ΔxΔt. (8.86)

Найдем теперь изменение количества движения того же участка за
то же время. Прежде всего учтем, что масса участка равна:

mx1,2 = ρ · Δx, (8.87)

где ρ — плотность на единицу длины, которую считаем по всей длине
струны постоянной.
Количество движения в момент времени t1 равно:

Ut1 = mx1,2
∂u

∂t

∣∣∣
t1

= ρ
∂u

∂t

∣∣∣
t1
· Δx, (8.88)

где производная ∂u/∂t соответствует скорости.
Аналогично количество движения в момент времени t2 равно:

Ut2 = mx1,2
∂u

∂t

∣∣∣
t2

= ρ
∂u

∂t

∣∣∣
t2
· Δx. (8.89)

Изменение количества движения за время t2 − t1 равно:

δUt1,2 = Ut2 − Ut1 = ρ

(
∂u

∂t

∣∣∣
t2
− ∂u

∂t

∣∣∣
t2

)
· Δx. (8.90)

Запишем выражение в скобках через среднее значение на интервале
времени (t1; t2):

∂u

∂t

∣∣∣
t2
− ∂u

∂t

∣∣∣
t1

= ∂

∂t

(
∂u

∂t

∣∣∣
t1,t2

)
· (t2 − t1) = ∂2u

∂t2
· Δt. (8.91)

где Δt = t2 − t1.
Подставляя это выражение в (8.90), получаем:

δUt1,2 = ρ
∂2u

∂t2
· ΔtΔx. (8.92)

Согласно известному закону механики, изменение количества дви-
жения равно импульсу силы [279, стр. 96, форм. (26.1)], [280, стр. 53,
форм. (4)], [281, стр. 53, форм. (4)], то есть:

δVx1,2 = δUt1,2. (8.93)
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Раскрывая обе части этого равенства в соответствии с (8.86) и (8.92),
получаем: (

T0
∂2u

∂x2
− P0

∂3u

∂x3

)
· ΔxΔt = ρ

∂2u

∂t2
· ΔtΔx. (8.94)

Сокращая обе части на ΔxΔt, разделяя на ρ, перенося все в левую
часть и меняя порядок слагаемых, получаем:

∂2u

∂t2
− T0

ρ
· ∂
2u

∂x2
+ P0

ρ
· ∂
3u

∂x3
= 0. (8.95)

Введем обозначения:

p = T0
ρ
; (8.96)

r = P0
ρ
. (8.97)

С этими обозначениями (8.95) принимает вид:

∂2u

∂t2
− p

∂2u

∂x2
+ r

∂3u

∂x3
= 0. (8.98)

Это — искомое волновое уравнение с третьей производной, отражаю-
щей сопротивление струны изгибу.
Будем полагать, что на концах струны сила (8.80), противодейству-

ющая изгибу, то есть выпрямляющая струну, отсутствует. То есть вто-
рая производная от смещения струны u по оси Oy равна нулю. Таким
образом, граничные условия на концах струны будут соответствовать
равенству нулю именно такой второй производной.

8.4.3. Колебания смещения в жесткой струне

Рассмотрим решение уравнения типа (8.98) в общем виде. Итак,
обращаемся к уравнению:

∂2U

∂t2
− p

∂2U

∂x2
+ r

∂3U

∂x3
= 0, (8.99)

где параметры p и r (по физическому смыслу, в соответствии с (8.96)
и (8.97)) предполагаются действительными и положительными.
Положим граничные условия, как отсутствие выпрямляющей силы

на концах струны, следующими:

∂2U

∂x2

∣∣∣∣
x=0

= 0; (8.100)

∂2U

∂x2

∣∣∣∣
x=l

= 0. (8.101)

Решаем методом разделения переменных [207, стр. 83–88], то есть
будем искать решение в виде:

U = X(x) · T (t). (8.102)
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Подставляя (8.102) в исходное уравнение (8.99) и разделяя на XT ,
получаем:

T ′′

T
− p

X ′′

X
+ r

X ′′′

X
= 0. (8.103)

Выполним разделение переменных и введем постоянную разделения μ,
которую полагаем действительной:

T ′′

T
= p

X ′′

X
− r

X ′′′

X
= −μ2. (8.104)

Уравнение для T имеет вид:

T ′′ + μ2T = 0. (8.105)

Ищем решение в виде:
T = eηt. (8.106)

Подставляя в уравнение для T , получаем уравнение для η:

η2 + μ2 = 0, (8.107)

откуда находим:
η = ±iμ. (8.108)

Полное решение уравнения (8.105) имеет вид:

T = Aeiμt +Be−iμt. (8.109)

В этом выражении параметр μ заранее не известен. В классическом
методе разделения переменных [207, стр. 84–86, форм. (9), (13), (15)]
этот параметр определяется через собственное решение уравнения
для X с граничными условиями (8.100)–(8.101). Поэтому, следуя клас-
сической схеме, обратимся сначала к следующему из (8.104) уравне-
нию для X:

p
X ′′

X
− r

X ′′′

X
= −μ2. (8.110)

Разделяя на r, умножая на X и вводя более удобный порядок слагае-
мых, получаем:

X ′′′ − p

r
·X ′′ − μ2

r
·X = 0. (8.111)

Введем обозначения:

g = −p

r
; (8.112)

h = −μ2

r
. (8.113)

Можно видеть, что в силу положительности p и r параметры g и h
являются отрицательными.
С этими обозначениями уравнение (8.111) принимает вид:

X ′′′ + gX ′′ + hX = 0. (8.114)
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Ищем решение в виде:
X = eλx. (8.115)

Подставляя это выражение в уравнение для X, получаем уравнение
для λ:

λ3 + gλ2 + h = 0. (8.116)

Это — уравнение третьей степени. В его решении будем следовать
методике, приведенной в [3, стр. 63–71] (а также в [210, стр. 195–205])
и кратко рассмотренной здесь в разд. 2.9.1.
Прежде всего устраним член второй степени, для чего введем новую

переменную:
y = λ− ε. (8.117)

При этом:
λ = y + ε. (8.118)

Общее уравнение третьей степени имеет вид (2.302):

a0x
3 + a1x

2 + a2x+ a3 = 0. (8.119)

Согласно (2.303), вводя замену переменной:

x = y + ε, (8.120)

это уравнение можно привести к виду (2.310):

y3 + ay + b = 0, (8.121)

где, согласно (2.311) и (2.312), имеем:

a = a2
a0

− a21

3a20
; (8.122)

b = 2a31
27a30

− a1a2

3a20
+ a3
a0
. (8.123)

При этом параметр ε определяется выражением:

ε = − a1
3a0

. (8.124)

Запишем уравнение (8.119) относительно λ:

a0λ
3 + a1λ

2 + a2λ+ a3 = 0. (8.125)

Из сравнения этого уравнения с (8.116), можно видеть, что:

a0 = 1; (8.126)
a1 = g; (8.127)
a2 = 0; (8.128)
a3 = h. (8.129)
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Подставляя эти параметры в (8.122)-(8.123), получаем:

a = −g2

3
; (8.130)

b = 2g
3 + 27h
27

; (8.131)

ε = −g

3
. (8.132)

Для дальнейшего рассмотрения будет необходима запись этих пара-
метров через p и r, так что в соответствии с (8.112)–(8.113) получаем:

a = − p2

3r2
; (8.133)

b = − 1

27r3
(2p3 + 27μ2r2); (8.134)

ε = p

3r
. (8.135)

Итак, уравнение для y имеет вид (8.121):

y3 + ay + b = 0, (8.136)

где a и b определяются формулами (8.133) и (8.134).
Дискриминант этого уравнения равен (2.326):

D = b2

4
+ a3

27
. (8.137)

Подставляя (8.130), (8.131) и выполняя упрощение, получаем:

D = h

4 · 27 (4g
3 + 27h). (8.138)

С учетом (8.112) и (8.113), запишем это же выражение в виде:

D = μ2

27 · 4r4 (4p
3 + 27μ2r2). (8.139)

Можно видеть, что в силу положительности p, а также четности
степеней всех остальных параметров, дискриминант (8.138) или (8.139)
в целом является положительным.
Положительность дискриминанта позволяет использовать для ре-

шения уравнения (8.136) метод Кардано [3, стр. 64–65].
Согласно этому методу, решение уравнения (8.136) имеет вид [3,

форм. (2.171)–(2.173)]:
y = u+ v, (8.140)

где:

u = 3

√
− b

2
+
√
D ; (8.141)

v = 3

√
− b

2
−√

D , (8.142)

причем b и D определяются формулами (8.131) и (8.138).
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Итак, формулы (8.140)–(8.142) дают решение уравнения (8.136),
имеющее вид (8.140). При этом решение уравнения для λ (8.116) опре-
деляется формулой (8.118). В общем случае уравнение (8.116), будучи
третьей степени, имеет три решения [3, стр. 66, форм. (2.182)–(2.184)]:

λ1 = ε+ u+ v; (8.143)

λ2 = ε+ ωu+ ω2v; (8.144)

λ3 = ε+ ω2u+ ωv, (8.145)

где [3, форм. (2.175)–(2.176)]:

ω = −1+ i
√
3

2
; (8.146)

ω2 = −1− i
√
3

2
. (8.147)

Классический метод Кардано дает одно решение (8.143), являющееся
действительным (в силу действительности p и r, а также положитель-
ности D), а решения (8.144) и (8.145) являются комплексными.
Подставляя (8.146)–(8.147) в (8.144)–(8.145), приводим (8.143)–

(8.145) к виду:

λ1 = ε+ u+ v; (8.148)

λ2 =
[
ε− 1

2
(u+ v)

]
+ i

√
3
2

(u− v); (8.149)

λ3 =
[
ε− 1

2
(u+ v)

]
− i

√
3
2

(u− v). (8.150)

Введем обозначения:

P = ε+ u+ v; (8.151)

Q = ε− 1
2
(u+ v); (8.152)

R =
√
3
2

(u− v). (8.153)

В силу действительности ε, u и v параметры P , Q и R также являются
действительными.
При этом формулы (8.148)–(8.150) принимают вид:

λ1 = P ; (8.154)
λ2 = Q+ iR; (8.155)
λ3 = Q− iR. (8.156)

Таким образом, согласно (8.115), решение уравнения (8.114) имеет вид:

X = AePx +Be(Q+iR)x + Ce(Q−iR)x, (8.157)

где A, B, C — постоянные, которые должны быть определены из гра-
ничных условий.
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Для рассматриваемой задачи о колебаниях струны наибольший
интерес представляют комплексные решения, так как именно они обес-
печивают периодичность функции смещения струны U по координа-
те x. Граничных условий два, а постоянных — три, поэтому одну из
них можно задать произвольно. Оставляя оба колебательных решения,
положим A = 0. При этом решение принимает вид:

X = Be(Q+iR)x + Ce(Q−iR)x. (8.158)

Для подстановки в граничные условия требуется вторая производная.
Дифференцируя (8.158) по x два раза, получаем:

∂2X

∂x2
= (Q+ iR)2Be(Q+iR)x + (Q− iR)2Ce(Q−iR)x. (8.159)

Согласно (8.100), (8.101), граничные условия для X имеют вид:

∂2X

∂x2

∣∣∣∣
x=0

= 0; (8.160)

∂2X

∂x2

∣∣∣∣
x=l

= 0. (8.161)

Подставляя (8.159) в граничные условия (8.160), (8.161), получаем:

(Q+ iR)2B + (Q− iR)2C = 0; (8.162)

(Q+ iR)2Be(Q+iR)l + (Q− iR)2Ce(Q−iR)l = 0. (8.163)

Это — система уравнений для определения B и C. Условие нетриви-
альности решения требует равенства нулю ее детерминанта. Найдем
этот детерминант:

= (Q+ iR)2(Q− iR)2eQl(e−iRl − eiRl) =

= −2i(Q+ iR)2(Q− iR)2eQl sin(Rl). (8.164)

Из условия
D0 = 0 (8.165)

получаем:
sin(Rl) = 0, (8.166)

так что:
Rl = πn, (8.167)

где n = 1, 2, . . . — целое число.
Отсюда получаем:

Rn = πn

l
, (8.168)

где индекс «n» введен, чтобы подчеркнуть множественность собствен-
ных значений параметра R.
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Условие нетривиальности решения D0 = 0 означает, что уравне-
ния (8.162) и (8.163) не являются независимыми, то есть одну из
постоянных можно исключить. С помощью первого уравнения (8.162)
выразим C через B:

C = − (Q+ iR)2

(Q− iR)2
B. (8.169)

Подставляя это выражение во второе уравнение (8.163), можно убе-
диться, что оно приводится к виду:

B(eiRl − e−iRl) = 0, (8.170)

то есть в силу равенства (8.166), эквивалентного условию D0 = 0,
удовлетворяется тождественно.
Подставим теперь (8.169) в решение (8.158):

X = Be(Q+iR)x − (Q+ iR)2

(Q− iR)2
Be(Q−iR)x. (8.171)

В таком виде решение зависит только от одной постоянной B. Вынося
общие множители за скобки, получаем:

X = BeQx

[
eiRx − (Q+ iR)2

(Q− iR)2
e−iRx

]
. (8.172)

Чтобы выделить периодическое решение, надо показатель первой
экспоненты (за скобками) положить равным нулю, то есть принять
условие:

Q = 0. (8.173)

В этом случае решение принимает вид:

X = B

[
eiRx− (iR)2

(−iR)2
e−iRx

]
= B(eiRx−e−iRx) = 2iB sin(Rx). (8.174)

Подставляя значение R в соответствии с (8.168), получаем:

Xn = 2iB sin
(
πn

l
x

)
, (8.175)

откуда, учитывая произвольность амплитудного множителя и полагая
его равным единице (что допустимо благодаря тому, что начальные
условия в исходной задаче не заданы), получаем:

Xn = sin
(
πn

l
x

)
. (8.176)

8.4.4. Спектр резонансных частот колебаний жесткой струны

Итак, координатная часть исходной задачи (8.99)–(8.101) реше-
на, то есть найдено распределение смещения струны по координате,
определяемое собственными функциями Xn (8.176) при собственных
значениях Rn (8.168). Обратимся теперь к нахождению параметра μ,
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согласно (8.109), определяющему зависимость решения полной зада-
чи (8.99)–(8.101) от времени, в соответствии с полным решением
вида (8.102).
Как показано выше, составляющая X полного решения (8.102)

представляет собой дискретный набор собственных функций (8.176),
определяемый набором собственных значений Rn, соответствую-
щих целым числам n. Из этого следует, что параметр μ, присутству-
ющий в уравнении (8.111), также будет иметь дискретные значения.
То есть, подставляя решение (8.176) в уравнение (8.111) и разрешая
полученное выражение относительно μ, можно получить дискретный ряд
значений μn, соответствующих тем же целым числам n. Однако при этом
получаются довольно сложные тригонометрические выкладки, поэтому
обратимся к более простому приему.
Итак, выше на u и v получены два условия (8.153) и (8.173),

с учетом явного вида выражения для Q (8.152), имеющие вид:

R =
√
3
2

(u− v), (8.177)

ε− 1
2
(u+ v) = 0, (8.178)

где R определяется выражением (8.168):

Rn = πn

l
, (8.179)

а ε — выражением (8.132) с учетом (8.112):

ε = p

3r
. (8.180)

Из (8.178) выразим v:
v = 2ε− u. (8.181)

Подставляя это выражение в (8.177) и находя u с учетом (8.112)
и (8.113), получаем:

u =
√
3πn
3l

+ p

3r
. (8.182)

Введем вспомогательное обозначение:

G =
√
3πn
3l

+ p

3r
. (8.183)

При этом (8.182) принимает вид:

u = G. (8.184)

Согласно (8.141), имеем:

u = 3

√
− b

2
+
√
D , (8.185)
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где в соответствии с (8.131) и (8.138) с учетом (8.112) и (8.113), имеем:

− b

2
= 1

2 · 27r3 (2p
3 + 27μ2r2); (8.186)

√
D = μ

6r2

√
1
3
(4p3 + 27μ2r2) . (8.187)

Из условия (8.184) с учетом (8.185), получаем:

G3 = − b

2
+
√
D . (8.188)

Подставляя в это выражение (8.186) и (8.187), раскрывая скобки,
приводя подобные члены и выделяя μ2, получаем уравнение для μ
в виде:

(27G3r3 − p3)2 − 272G3r5μ2 = 0. (8.189)

Из этого уравнения находим:

μ = 27G
3r3 − p3

27Gr2
√
Gr
, (8.190)

где G определяется выражением (8.183), имеющим дискретный харак-
тер, то есть:

G = Gn =
√
3πn
3l

+ p

3r
, (8.191)

где n = 1, 2, . . . — целое число.
Таким образом, μ также имеет дискретный характер, определяемый

параметром n. Непосредственная подстановка (8.183) позволяет пред-
ставить эту зависимость μ от n в явном виде:

μn =
27
(√
3πn

3l
+

p

3r

)3
r3 − p3

27
(√
3πn

3l
+

p

3r

)
r2

√(√
3πn

3l
+

p

3r

)
r

. (8.192)

По физическому смыслу задачи в соответствии с зависимостью
от времени вида (8.109) параметр μ представляет собой частоту сво-
бодных колебаний системы, описываемой уравнением (8.99). В общем
случае частота должна быть положительной, поэтому представляет
интерес проверить знак полученного выражения для μ при различных
значениях параметра n.
Можно видеть, что выражение (8.190), а также следующее

из него (8.192), содержат в числителе разность двух положительных
слагаемых, а все остальные составляющие этих выражений положи-
тельны. Поэтому обратим внимание только на знак числителя выраже-
ния (8.190).
Из структуры выражения для Gn (8.191) видно, что в силу поло-

жительности p, l и r оно положительно при любом значении n � 1,
причем его величина тем больше, чем большее значение принимает
параметр n.



456 Гл. 8. Спин-волновой резонанс в тонких магнитных пленках

Рассмотрим сначала значение n = 1. При этом G принимает вид:

G→ G1 =
√
3π
3l

+ p

3r
. (8.193)

Согласно сказанному выше, эта величина является положительной.
Пользуясь этим выражением, находим числитель дроби (8.190):

27G3r3 − p3 = 3r
3

l

(√
3π2

l2
+ 3π

2p

lr
+ 3p

2

r2

)
. (8.194)

Можно видеть, что в силу положительности p, l и r, а также G,
это выражение положительно. Увеличение параметра n (n > 1) может
привести только к его увеличению, откуда следует, что величина μn,
определяющая частоту собственных колебаний рассматриваемой систе-
мы при любом значении n, всегда является положительной.
Таким образом, выражение (8.192) представляет собой набор ча-

стот, определяемых волновым числом (8.168), то есть дисперсионное
соотношение, дискретность которого задается последовательным ря-
дом целых значений n. Это выражение определяет сетку резонансных
частот, соответствующих волновым числам вида (8.168) при задан-
ном значении n. Заметим, что здесь соотношение (8.192) получи-
лось дискретным по той причине, что для его вывода использовался
дискретный ряд волновых чисел (8.168), определяемый граничными
условиями (8.160)–(8.161).
Для получения полного дисперсионного соотношения в непрерыв-

ном виде следует решение (8.158) подставить непосредственно в урав-
нение (8.114), где параметр h будет определяться через μ в соот-
ветствии с (8.113). Следующим шагом должно быть разрешение по-
лученного соотношения относительно μ. Можно видеть, что степень
такого уравнения будет определяться структурой параметра D, опре-
деляемого через μ по формуле (8.139). Далее этот параметр войдет
под знаком корня шестой степени в выражения (8.141) и (8.142), из
которых затем будут получены выражения (8.152) и (8.153), входящие
в решение (8.158) в виде показателей экспонент. Далее, при подста-
новке (8.158) в (8.114) за счет третьей производной эти выражения
будут возведены в третью степень, что и даст, в конечном счете,
уравнение для μ. Можно видеть, что такое решение будет, по меньшей
мере, крайне громоздким, если вообще разрешимым аналитически,
что тоже не ясно. Поэтому в рамках настоящей работы ограничимся
выражением (8.192), определяющим частоту резонансных колебаний
волны, длина которой определяется волновым числом (8.168).

8.4.5. Замечание о роли интеграла перекрытия в задаче о струне
В разд. 8.4.3 получено решение задачи о колебаниях жесткой стру-

ны в виде (8.176):
Xn = sin

(
πn

l
x
)
. (8.195)

Можно видеть, что это решение по форме совпадает с таковым,
полученным для цепочки спинов в модели поверхностной анизотро-



8.5. Модель спиновой цепочки 457

пии (8.32) или (8.44). То есть и здесь граничные условия требуют
укладывания по длине струны целого числа полуволн. Таким образом,
далее применим тот же метод вычисления интеграла перекрытия, что
реализован в разд. 8.3.2. Возбуждение струны при этом должно осу-
ществляться однородным по координате вдоль струны периодическим
во времени воздействием. При этом опять будут выделены только
те решения, которые требуют выполнения соотношения (8.51), то есть
решение будет иметь вид, подобный (8.52). Принципиальное отличие
от модели поверхностной анизотропии состоит в выборе резонансных
частот таких колебаний. Так, в модели поверхностной анизотропии ча-
стоты определяются соотношением (8.53), а в модели жесткой струны
соотношением (8.192), где n также должно быть заменено нечетным
числом, например n = 2m − 1, где m — целое число (здесь в отличие
от (8.51) вместо p использовано обозначение m, чтобы избежать пута-
ницы с коэффициентом при второй производной в уравнении (8.99)).
Таким образом, принципиальное различие между моделью жесткой

струны и моделью поверхностной анизотропии состоит только в по-
лучении резонансных частот возбуждаемых колебаний. Относительно
же распределения колебаний по длине струны или по толщине магнит-
ной пленки различия нет. То есть вычисление интеграла перекрытия
в обоих случаях будет аналогичным. Поэтому в рамках настоящей
работы мы не будем вычислять интеграл перекрытия для жесткой стру-
ны, а перейдем далее к рассмотрению магнитной пленки на основании
модели жесткой цепочки спинов.

8.5. Модель спиновой цепочки

В работе [72] основные рассуждения выполнены на модели цепочки
спинов, перпендикулярной плоскости пленки и проходящей от одной
ее поверхности до другой. Примем ту же модель, то есть положим
распределение намагниченности вдоль осей Ox и Oy однородным,
а неоднородной по оси Oz будем считать поперечную составляющую
намагниченности. Понятие «поверхностной анизотропии», введенное
в работе [72], далее использовать не будем.

8.5.1. Эффективные поля, действующие на цепочку спинов
в магнитной пленке

Положим, что на намагниченность внутри пленки действует сум-
марное поле:

H = H0 + HM + h + Hex, (8.196)

где: H0 — внешнее поле, перпендикулярное плоскости пленки;
HM = −4πM0 (8.197)

— поле размагничивания пленки относительно постоянного поля;
h — переменное поле; Hex — поле неоднородного обменного взаимо-
действия.
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Введем единое обозначение для постоянного поля, перпендикуляр-
ного плоскости пленки:

HN = H0 + HM = H0 − 4πM0, (8.198)
которое следует из известной формулы Киттеля [41, стр. 54,
форм. (1.4.20)], [42, стр. 54, форм. (1.4.20)]. Это поле имеет только
одну компоненту вдоль оси Oz:

HN = H0 − 4πM0. (8.199)
Положим, что переменное поле приложено в плоскости пленки, так что
имеет вид: h =

{
hx,hy, 0

}
. (8.200)

Поле Hex найдем из плотности энергии обменного взаимодействия
[4, стр. 147, форм. (7.18)]:

Uex = q

2

∑
i,j

(
∂Mi

∂xj

)2
= q

2

{(
∂Mx

∂x

)2
+
(
∂Mx

∂y

)2
+
(
∂Mx

∂z

)2
+

+
(
∂My

∂x

)2
+
(
∂My

∂y

)2
+
(
∂My

∂z

)2
+

+
(
∂Mz

∂x

)2
+
(
∂Mz

∂y

)2
+
(
∂Mz

∂z

)2}
. (8.201)

Общее выражение для эффективного поля имеет вид [41, стр. 68], [37,
стр. 42] (или здесь — формула (2.3) в разд. 2.2.1):

He = −∂Ue

∂M
+

3∑
p=1

∂

∂xp

⎡
⎢⎢⎣ ∂Ue

∂

(
∂M

∂xp

)
⎤
⎥⎥⎦. (8.202)

Для обменного поля плотность энергии (8.201) определяется только
производными от намагниченности по координатам, поэтому первое
слагаемое в формуле (8.202) равно нулю. Раскрывая второе слагаемое
по процедуре, описанной в [4, стр. 147–150], получаем:

Hex = q

(
∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2

)
M. (8.203)

При заданной геометрии поля по осям Ox и Oy однородные, так что
производные по этим координатам равны нулю. В результате получаем
компоненты поля обменного взаимодействия в виде:

(Hex)x = q
∂2Mx

∂z2
; (8.204)

(Hex)y = q
∂2My

∂z2
; (8.205)

(Hex)z = q
∂2Mz

∂z2
. (8.206)
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8.5.2. Механизм выпрямления спиновой цепочки

Отклонение спинов внутри цепочки от оси Oz приводит к возник-
новению сил, стремящихся уменьшить такое отклонение.
Возможны два механизма, обеспечивающие такое уменьшение.
Прежде всего следует отметить дипольный механизм, связанный

с воздействием постоянного поля. Такое поле стремится повернуть
спин к своему направлению, то есть действует на всю цепочку в целом,
не создавая в ней противодействия изгибу. Сила его воздействия опре-
деляется магнитным дипольным взаимодействием, которое значительно
меньше обменного.
Главным фактором, обеспечивающим жесткость спиновой цепочки,

является возникновение сильного обменного поля при небольшом ее
искривлении. Этот фактор действует на цепочку, уже ориентированную
дипольным полем, заставляя все спины выстраиваться друг за другом
в одну линию, то есть выпрямляет цепочку, что эквивалентно возрас-
танию ее жесткости.
Схема образования силы, вызывающей такое выстраивание, показа-

на на рис. 8.4.

Рис. 8.4. Схема образования обменной силы, выпрямляющей спиновую цепоч-
ку: а — зависимость поперечной компоненты намагниченности Mx,y от ко-
ординаты z вдоль цепочки; б — зависимость первой производной поперечной
компоненты намагниченности Mx,y по координате z от той же координаты z
вдоль цепочки; в — зависимость второй производной поперечной компоненты
намагниченности Mx,y по координате z от той же координаты z вдоль цепочки

Здесь по вертикальной оси отложена координата z, в соответствии
с общей геометрией, перпендикулярная плоскости пленки. На трех
эпюрах показано отклонение намагниченности от этой оси (а), пер-
вая производная от величины такого отклонения (б) и вторая произ-
водная от того же отклонения (в). Согласно (8.204)–(8.206), вторая
производная компоненты намагниченности, перпендикулярной оси це-

почки, вызывает сильное обменное поле
⇀
Hex, направление которого
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противоположно направлению этой компоненты (рис. 8.4, в). Это по-
ле создает силу F, действующую на отклоненную намагниченность,
стремясь вернуть ее на место (рис. 8.4, а). Таким образом, жесткость
спиновой цепочки обеспечивается второй производной от компоненты
намагниченности, перпендикулярной оси этой цепочки.
Из сравнения рис. 8.4 с рис. 8.2 можно видеть, что механизм

образования выпрямляющей силы для спиновой цепочки с математи-
ческой стороны тождественен механизму выпрямления жесткой стру-
ны. То есть в обоих случаях выпрямляющая сила пропорциональна
второй производной по координате вдоль оси от переменной, перпен-
дикулярной этой оси. Граничные условия для жесткой струны состоят
в равенстве нулю выпрямляющей силы на концах струны. Можно
считать, что и в задаче о жесткой спиновой цепочке граничные условия
также будут состоять в отсутствии выпрямляющей силы на концах
цепочки. Поскольку, как видно из рис. 8.4, выпрямляющая сила F про-
порциональна полю обменного взаимодействия Hex, то будем считать
далее, что граничные условия на концах спиновой цепочки состоят
в равенстве нулю обменного поля вида (8.204)–(8.206) или в линейном
приближении (8.204)–(8.205).

8.5.3. Прецессия намагниченности спиновой цепочки
Будем решать задачу в линейном приближении, то есть положим,

что в принятой геометрии вектор намагниченности имеет вид:
M =

{
mx,my,M0

}
, (8.207)

где mx,y � M0. При этом отличными от нуля остаются только две
компоненты обменного поля:

(Hex)x = q
∂2mx

∂z2
; (8.208)

(Hex)y = q
∂2my

∂z2
. (8.209)

Раскрывая уравнение Ландау–Лифшица [1, стр. 41, форм. (2.28),
(2.29)] (здесь — формула (2.1) в разд. 2.2.1) по координатам, получаем:

∂mx

∂t
= −γ(MyHz −MzHy); (8.210)

∂my

∂t
= −γ(MzHx −MxHz). (8.211)

Рассмотрим сначала свободные колебания намагниченность, то есть
положим переменное поле равным нулю h = 0.
Подставляя в (8.210)–(8.211) компоненты намагниченности и поля,

получаем:

∂mx

∂t
= −γ

(
myHN −M0q

∂2my

∂z2

)
; (8.212)

∂my

∂t
= −γ

(
M0q

∂2mx

∂z2
−mxHN

)
. (8.213)
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Исключим из первого уравнения my, для чего сначала продифферен-
цируем (8.212) по t:

∂2mx

∂t2
= −γ

(
HN

(
∂my

∂t

)
−M0q

∂2

∂z2

(
∂my

∂t

))
, (8.214)

поле чего подставим в это выражение производную ∂my/∂t в соответ-
ствии с (8.213):

∂2mx

∂t2
= −γ

{
HN

[
−γ
(
M0q

∂2mx

∂z2
−mxHN

)]
−

− M0q
∂2

∂z2

[
−γ(M0q ∂

2mx

∂z2
−mxHN

)]}
. (8.215)

Раскрывая скобки и приводя подобные члены, получаем:

∂2mx

∂t2
= −γ2M2

0 q
2 ∂
4mx

∂z4
+ 2γ2HNM0q

∂2mx

∂z2
− γ2H2Nmx. (8.216)

Это уравнение — волнового типа. Его возможное решение имеет вид:

mx = m0 · ei(ωt−kz). (8.217)

Подставляя это решение в уравнение, сокращая общий множитель
и меняя порядок слагаемых, получаем:

ω2 = γ2H2N + 2γ2HNM0qk
2 + γ2M2

0 q
2k4. (8.218)

Правая часть этого выражения является полным квадратом. Извлекая
квадратный корень, получаем:

ω = γHN + γM0qk
2. (8.219)

Это выражение с точностью до обозначения (8.198) представляет со-
бой известный квадратичный закон дисперсии обменных волн [41,
стр. 378, форм. (8.1.15) с учетом (8.1.8)], [42, стр. 199, форм. (7.6)
с учетом (7.5)].

8.5.4. Решение с учетом граничных условий
Будем полагать, что цепочка спинов, перпендикулярная плоскости

пленки, проходит через всю ее толщу, причем на всем своем протяже-
нии стремится оставаться прямой. Такое стремление к выпрямлению
обеспечивается обменным полем. На поверхностях пленки, где цепочка
заканчивается, обменное поле, как выпрямляющая сила, перестает
действовать, так как со стороны свободного пространства спинов далее
нет. Поэтому можно считать, что на поверхностях пленки обменное
поле обращается в нуль. Таким образом, граничные условия можно
записать в виде:

(Hex)x|z=0 = 0; (8.220)
(Hex)x|z=L = 0. (8.221)
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Учитывая (8.208), (8.209), получаем:

∂2mx

∂z2

∣∣∣∣
z=0

= 0; (8.222)

∂2mx

∂z2

∣∣∣∣
z=L

= 0. (8.223)

Запишем решение (8.217) в эквивалентном виде:

mx = A cos(kz) +B sin(kz), (8.224)

где A и B — коэффициенты, подлежащие определению из граничных
условий.
Дифференцируя, находим:

∂2mx

∂z2
= −k2[A cos(kz) +B sin(kz)

]
. (8.225)

Подставляя (8.225) в первое граничное условие (при z = 0), получаем:

−qk2A = 0, (8.226)

то есть A = 0.
Подставляя во второе граничное условие (при z = L), получаем:

−qk2B sin(kL) = 0, (8.227)

откуда
kL = πn (8.228)

или
k = πn

L
, (8.229)

где n = 1, 2, 3, . . . .
Таким образом, в соответствии с (8.224), получаем решение в окон-

чательном виде:
mx = mx0 sin

(
πn

L
z

)
, (8.230)

где mx0 — амплитуда, определяемая внешним возбуждением.
Решение вида (8.230) получено для компоненты намагниченности

вдоль оси Ox. Нетрудно убедиться, что в силу симметрии задачи отно-
сительно компонент mx и my, для другой компоненты my получается
решение такого же вида. При этом из системы (8.212)–(8.213) надо
исключить не my, а mx, то есть продифференцировать по времени
не (8.212), а (8.213), после чего подставить в полученное выраже-
ние (8.212). Граничные условия (8.222), (8.223) также должны быть
написаны не для mx, а для my. В остальном решение полностью
аналогично и приводит к такому же выражению (8.230) с заменой
индекса «x» на индекс «y».



8.5. Модель спиновой цепочки 463

8.5.5. Интеграл перекрытия

Рассмотрим теперь, в какой степени возможно возбуждение по-
лученных колебаний намагниченности однородным переменным полем
вида (8.200), приложенным в плоскости пленки.
Можно видеть, что полученное решение (8.230) с точностью до

амплитудного коэффициента совпадает с решением (8.32), полученным
на основе модели поверхностной анизотропии.
Дальнейшие вычисления полностью аналогичны приведенным вы-

ше (8.41)–(8.45) и здесь не приводятся ввиду их тождественности.
В результате получается интеграл перекрытия вида (8.46):

JS =
L∫

0

[
mx(z) · hx +my(z) · hy

]
dz. (8.231)

С учетом (8.230), плотность энергии взаимодействия намагниченности
с переменным полем, определяющая эффективность возбуждения, при-
нимает вид:

UH = −{mx0hx +my0hy

} ·
L∫

0

sin
(
πn

L
z

)
dz. (8.232)

Введем обозначение:

JSn =
L∫

0

sin
(
πn

L
z

)
dz. (8.233)

Выполняя интегрирование, получаем:

JSn =

{ 2L
πn

→ n = 1, 3, 5, . . .

0 → n = 2, 4, 6, . . .
(8.234)

Таким образом, взаимодействие имеет место при нечетных значениях n
и отсутствует при четных.
Аналогично (8.49), формулу (8.234) можно записать в обобщенном

виде:
JSp = 2L

π(2p− 1) , (8.235)

где p = 1, 2, 3, . . .
Таким образом, плотность энергии взаимодействия намагниченно-

сти с переменным полем, определяющая эффективность возбуждения,
имеет вид:

UH = −JSp

{
mx0hx +my0hy

}
, (8.236)

или с учетом (8.235):

UH = − 2L
π(2p− 1)

{
mx0hx +my0hy

}
. (8.237)
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Таким образом, эффективно будут возбуждаться моды с волновыми
числами вида:

kp = π(2p− 1)
L

, (8.238)

где p = 1, 2, 3, . . . .
Спектр частот таких мод, в соответствии с (8.219), имеет вид:

ωp = γHN + γM0q
[
π(2p− 1)

L

]2
. (8.239)

Можно видеть, что выражение (8.237) полностью совпадает с по-
лученным по модели поверхностной анизотропии выражением (8.50),
однако здесь (8.237) получено без привлечения такой модели.
В силу тождественности формул (8.50) и (8.237), спектр колебаний

намагниченности, определяемый формулой (8.237) будет тем же самым,
что и спектр, определяемый формулой (8.50), так что с той же сте-
пенью достоверности сможет описать экспериментальные результаты,
приведенные в работе [71].

Замечание. Заметим, однако, что привлечение предложенной моде-
ли для интерпретации экспериментальных результатов, использующих
развитие модели поверхностной анизотропии (разд. 8.6), требует более
подробного рассмотрения, возможно, на основе комбинации обеих мо-
делей, то есть с привлечением обобщенного граничного условия вида:

αm+ β
∂m

∂z
+ γ

∂2m

∂z2

∣∣∣∣
z=0,L

= 0. (8.240)

Для оценки реалистичности подобного условия, по-видимому, потребу-
ется более подробное исследование свойств поверхности, в первую оче-
редь, в эксперименте. Можно полагать, что довольно полезным здесь
будет предварительное изучение механической аналогии со струной,
сопротивляющейся изгибу, подобное приведенному в разд. 8.4.

8.6. Некоторые дополнительные замечания

В рамках настоящей работы, по сути дела, решены две задачи:
первая — колебания струны, сопротивляющейся изгибу и вторая —
колебания спиновой цепочки, также сопротивляющейся изгибу.
В обоих случаях в качестве граничных условий используется равен-

ство нулю второй производной по координате от основной переменной,
причем решение получается в виде синуса, что обеспечивает ненулевое
значение интеграла перекрытия.
Полученный так синус предполагает нулевые значения переменной

на обеих поверхностях, что совпадет с моделью закрепления.
Однако при начальной формулировке обеих приведенных здесь

задач граничного условия о равенстве нулю переменной (смещения
струны или амплитуды намагниченности) на поверхностях нет, поэтому
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такая переменная может принимать какие угодно значения, определяе-
мые другими конкретными условиями задачи.
Например, в задаче о жесткой струне в процессе колебаний могут

оставаться на месте не концы струны, а какие-то симметрично распо-
ложенные точки относительно ее центра или даже сам центр. При этом
выход синуса на концы обеспечит колебания этих концов во времени
с частотой, определяемой резонансными условиями, а амплитуда таких
колебаний во времени будет оставаться постоянной. В этом случае ни
сама функция, ни ее первая производная по координате нулю равняться
не будут, то есть ни о каком закреплении речь не идет.
Заметим, что определенную возможность в этом плане предоставляет

тот факт, что волновое уравнение (8.114) разрешается через уравнение
третьей степени (8.116), имеющее три решения, два из которых (8.155)
и (8.156), будучи комплексными, дают синус, а третье (8.154) явля-
ется действительным и обеспечивает смещение этого синуса, завися-
щее от координаты x вдоль струны по экспоненциальному закону ви-
да A exp(Px). Параметр P дается формулой (8.151), в свою очередь
определяемой коэффициентами исходного уравнения (8.99), а величина
постоянного коэффициента A должна быть определена из каких-то
других условий, налагаемых конкретной задачей. В настоящем рас-
смотрении положено A = 0, поэтому решение и получилось в виде
синуса с нулями на концах. Однако, как сказано выше, такие нули
никак не означают какого-либо «закрепления». Таким образом, при
надлежащем выборе P и коэффициента A (где A �= 0) конечные точки
струны вполне могут колебаться во времени, а первая производная от
конфигурации струны по координате также будет задаваться выбором
этих параметров.
С другой стороны, полные граничные условия задачи, содержащие

условия (8.100), (8.101) в виде одного из слагаемых, могут быть та-
кими, что экспоненциальная зависимость, соответствующая первому
слагаемому выражения (8.157), не даст возможности удовлетворить
таким условиям. В таком случае решение следует искать в виде сум-
мы двух функций, одна из которых удовлетворяет условиям (8.100)
и (8.101), а другая — добавкам к этим условиям, содержащимся в пол-
ных граничных условиях. При этом обе задачи могут быть решены
независимо, а полное решение будет суперпозицией решения этих
задач (возможно, в виде ряда по собственным функциям основной
задачи, то есть по синусам). Иными словами, следует использовать
прием разделения задач подобного типа, реализацию которого можно
найти в работе [237], посвященной возбуждению мощного гиперзвука.
Применительно к струне в общем виде этот прием описан в учебной
монографии [207, стр. 103].
Сказанное выше относится к задаче о колебаниях жесткой струны,

где алгебраическое уравнение, разрешающее соответствующее диффе-
ренциальное, имеет третий порядок. В задаче о колебаниях жесткой це-
почки спинов уравнение, подобное (8.14), имеет вид (8.216) (с учетом
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зависимости от времени вида eiωt), которое содержит вторую и четвер-
тую производные по координате. Поэтому поиск решения в виде (8.115)
приводит к биквадратному относительно k уравнению (8.218), которое
дает сразу дисперсионное соотношение (8.219).
В то же время, подстановка решения вида (8.224), представля-

ющего собой развернутый вид решения (8.115), в граничные усло-
вия (8.222), (8.223) дает сразу значение для k вида (8.229), которое
и обеспечивает, в конечном счете, желаемый синус (8.230). Таким об-
разом, поскольку разрешающее алгебраическое уравнение имеет здесь
лишь второй порядок вместо третьего, решение в виде экспоненты
с действительным показателем типа первого слагаемого в форму-
ле (8.157), здесь отсутствует.
Тем не менее, получаемый синус (8.230) и здесь никак не означает

«закрепление» спинов. То есть концы цепочки спинов здесь являются
в известной степени свободными и только подчиняются граничным
условиям (8.222), (8.223). Поэтому и здесь могут быть заданы более
полные граничные условия, содержащие как саму намагниченность,
так и ее первую производную. В этом случае, как и в случае жесткой
струны, следует идти по пути разделения задачи на две с последующим
решением их по отдельности. То есть использовать тот же прием, что
применен в работах [237, 264, 265] и схематично описан в моногра-
фии [207, стр. 103].
Заметим, что на этом пути возможно введение комбинированных

граничных условий типа предложенных выше (8.240). Более подробное
рассмотрение всего класса подобных задач можно полагать в качестве
предмета для отдельного исследования.

Выводы по главе 8

Главным результатом настоящей работы является интерпретация
возбуждения спин-волнового резонанса однородным переменным полем
в случае отсутствия поверхностной анизотропии за счет жесткости
спиновой цепочки, обусловленной неоднородным обменным взаимодей-
ствием.
Основные вопросы, освещаемые в настоящей главе, сводятся к сле-

дующему.
1. Выполнен краткий обзор литературы, касающейся возбуждения

спин-волнового резонанса в тонких магнитных пленках однородным
переменным полем, а также интерпретации такого возбуждения на ос-
нове модели поверхностной анизотропии. Отмечена неполнота модели,
состоящая в отсутствии учета обусловленного неоднородным обменным
взаимодействием жесткого характера изгибных колебаний спинов по
толщине пленки.
2. В рамках геометрии нормально намагниченной пленки рассмот-

рен классический вариант возбуждения спин-волнового резонанса.
На основе рассмотрения цепочки спинов, связанных обменным взаи-
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модействием, решена граничная задача о колебаниях намагниченности
внутри пленки с учетом граничных условий, состоящих в равенстве
нулю амплитуды колебаний на поверхностях пленки. Отмечено, что
такие граничные условия соответствуют закреплению спинов на по-
верхностях пленки. Рассчитан интеграл перекрытия между колебани-
ями намагниченности и переменного поля, приложенного в плоскости
пленки. На основе анализа интеграла перекрытия показано, что воз-
можно возбуждение только таких мод, при которых по толщине пленки
укладывается нечетное число полуволн колебаний.
3. Отмечена недостаточность модели поверхностной анизотропии

для интерпретации ряда экспериментальных результатов, в том чис-
ле для спектров возбуждения спин-волновых резонансов и чрезмерно
большой величины поверхностной анизотропии, на порядок и более
превышающей анизотропию в объеме пленки. В качестве развития мо-
дели поверхностной анизотропии приведены граничные условия, учи-
тывающие не только жесткое закрепление, но также и частичное вы-
свобождение спинов и их упругое закрепление. Отмечено, что во всех
вариантах усовершенствования модели учет жесткости спиновой це-
почки за счет обменного взаимодействия отсутствует.
4. Предложена модель колебаний спиновой цепочки, основанная

на учете жесткости такой цепочки без обращения к понятию поверх-
ностной анизотропии. В качестве упрощенной аналогии приведена ме-
ханическая модель колебаний жесткой струны. Рассмотрено проявление
жесткости струны, состоящее в возникновении выпрямляющей силы,
противодействующей изгибу. Показано, что выпрямляющая сила про-
порциональна второй производной от смещения струны по координате
вдоль основного ее направления. Получено уравнение колебаний струны
волнового типа, содержащее вторые производные по координате и време-
ни в сочетании с производной третьего порядка от смещения струны по
координате. Отмечено, что производная третьего порядка как раз описы-
вает выпрямляющую силу, препятствующую изгибу струны. Полученное
уравнение третьего порядка решено методом разделения переменных.
5. Предложены граничные условия, состоящие в отсутствии вы-

прямляющей силы, то есть в равенстве нулю второй производной от
смещения по координате на концах струны. Показано, что учет этих
условий приводит к решению, представляющему собой дискретный
набор мод, подобный таковому для струны с закрепленными концами,
причем главное отличие состоит в отсутствии закрепления. Получен
спектр резонансных мод колебаний струны, выявлен его дискретный
характер, рассмотрена схема получения полного дисперсионного соот-
ношения. Отмечено, что рассмотрение интеграла перекрытия приводит
к отбору резонансных колебаний, соответствующих укладыванию по
длине струны нечетного числа полуволн.
6. Результаты, полученные на механической модели, применены

для анализа колебаний цепочки спинов, связанных обменным взаи-
модействием, в нормально намагниченной тонкой пленке. Показано,
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что поле неоднородного обмена пропорционально второй производной
от поперечной составляющей намагниченности по координате вдоль
цепочки. Установлено, что такое поле является механизмом возникно-
вения силы, выпрямляющей спиновую цепочку при ее изгибе.
7. Предложены граничные условия, состоящие в отсутствии вы-

прямляющей силы, то есть в равенстве нулю на поверхностях пленки
второй производной от поперечной намагниченности по координате
вдоль цепочки. Рассмотрена прецессия намагниченности внутри плен-
ки, получен тензор восприимчивости, описывающий спиновые колеба-
ния поперечной намагниченности по толщине пленки. На основе учета
граничных условий, установлен дискретный характер мод колебаний,
подобный таковому, полученному по модели поверхностной анизотро-
пии, причем главное отличие состоит в отсутствии закрепления спинов
на поверхностях пленки. Рассмотрен интеграл перекрытия намагничен-
ности в таких модах с переменным полем, приложенным в плоскости
пленки. Показано, что интеграл перекрытия приводит к отбору мод,
соответствующих укладыванию нечетного числа полуволн по толщине
пленки. Получен спектр частот колебаний, соответствующих модам,
отобранным на основе интеграла перекрытия.
8. Отмечено, что предложенная модель жесткой цепочки спинов

описывает те же экспериментальные результаты по возбуждению
спин-волнового резонанса однородным переменным полем, что и мо-
дель поверхностной анизотропии, однако без использования такой мо-
дели, то есть в отсутствие поверхностной анизотропии как таковой.
Приведены некоторые рекомендации по дальнейшему развитию модели
жесткой цепочки спинов, в том числе возможной ее комбинации с мо-
делью поверхностной анизотропии.



Гл а в а 9

ВОПРОСЫ ДАЛЬНЕЙШИХ ИССЛЕДОВАНИЙ
И ПРИМЕНЕНИЯ ОБМЕННЫХ ВОЛН

В этой главе приведем некоторые соображения касающиеся кор-
ректности классических представлений о волнах обменного характера,
требующие дальнейшей разработки, а также отметим видимые авторам
на настоящий момент возможные практические применения обменных
волн.

9.1. Некоторые вопросы, требующие
дальнейшей разработки

Проведенное рассмотрение поверхностной магнитостатической вол-
ны с учетом обмена и динамического размагничивания выполнено для
параллельно-перпендикулярной геометрии классической задачи Дэй-
мона–Эшбаха, то есть для случая касательно намагниченной пласти-
ны, в которой волна распространяется в направлении, перпендикуляр-
ном направлению постоянного поля. При этом было показано, что,
как и в классическом случае, поперечное волновое число содержит
действительную составляющую, абсолютная величина которой близка
к абсолютной величине действительной составляющей продольного
волнового числа.
Действительная составляющая поперечного волнового числа под-

разумевает спад или нарастание амплитуды волны, то есть динами-
ческого потенциала, по экспоненте в направлении, перпендикулярном
вектору продольного волнового числа. Для пластины такое обстоя-
тельство означает, что амплитуда волны внутри пластины, имея ко-
нечное значение на поверхности пластины, спадает в ее глубину по
экспоненциальному закону. Мнимая составляющая поперечного вол-
нового числа подразумевает лишь, что такая спадающая экспонента
промодулирована синусоидой постоянной амплитуды. Однако для без-
граничного пространства такое решение не подходит, так как в этом
случае амплитуда волны по тому или другому направлению координа-
ты, перпендикулярной направлению поля, должна была бы нарастать
до бесконечности. В случае двух решений было бы две таких волны,
нарастающие в противоположных направлениях. То есть в безгранич-
ной среде поперечное волновое число должно иметь чисто мнимый
характер, обеспечивающий не экспоненциальную, а периодическую
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синусоидальную зависимость потенциала от перпендикулярной коорди-
наты.
Причиной появления действительной составляющей поперечного

волнового числа, как в классическом случае, так и при учете обмена,
является решение уравнения Уокера, получающееся для магнитной сре-
ды из классического уравнения электродинамики, требующего, чтобы
дивергенция вектора магнитной индукции равнялась нулю. По этому
параметру уравнения Уокера в классическом случае и при учете обме-
на и динамического размагничивания полностью эквивалентны. Учет
обмена и размагничивания дает смешанную производную в уравнении
Уокера, которая в конечном счете приводит к мнимой части попереч-
ного волнового числа в дополнение к действительной. По отношению
к безграничной среде мнимая составляющая дает лишь синусоидаль-
ную зависимость, к уходу на бесконечность не приводящую. То есть
в отношении корректности важным параметром является именно дей-
ствительная часть поперечного волнового числа.
Обращаясь к классической задаче Дэймона–Эшбаха, замечаем, что

поперечное волновое число является действительным только при рас-
пространении волны перпендикулярно направлению поля. В случае
распространения волны вдоль направления поля поперечное волновое
число является мнимым, то есть перпендикулярно плоскости пластины
распространяется синусоидальная волна, для которой наличие двух
поверхностей приводит к многомодовому режиму. Можно полагать, что
и в случае учета обмена и динамического размагничивания поперечное
волновое число также будет полностью мнимым, то есть в случае
безграничного пространства вдоль направления поля будет распростра-
няться волна, амплитуда которой будет сохраняться постоянной.
Из сказанного следует, что в безграничной среде распространение

волны в направлении, перпендикулярном направлению поля, физически
не реализуется, тогда как при распространении волны вдоль направле-
ния поля такая реализация становится вполне возможной.
В этом плане представляет значительный интерес рассмотреть рас-

пространение волны не только вдоль и поперек направления поля, но
и под произвольным углом к полю, где может проявиться сектор углов
отсечки, а также неколлинеарность фазовой и групповой скоростей,
подобная имеющей место для классической задачи Дэймона–Эшбаха.

Замечание. Следует заметить, что приведенный здесь вывод о невоз-
можности реализуемости распространения обменной волны в направле-
нии, перпендикулярном направлению поля, находится в противоречии
с классически принятым положением о возможности распространения
обменной волны, как вдоль поля, так и под углом в 90 градусов по отно-
шению к нему (см. напр. [42, стр. 201, рис. 7.1]). Можно полагать, что
такое различие обусловлено тем фактом, что в классической трактовке
такой вывод сделан на основании закона дисперсии обменной волны
в виде произведения константы обмена на квадрат волнового числа, по-
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лученного без учета равенства нулю дивергенции магнитной индукции,
то есть без последовательного рассмотрения уравнения Уокера, обес-
печивающего в конечном счете допустимость распространения волны
только в пределах определенных углов отсечки. Можно полагать, что
проведенное здесь рассмотрение, дающее более сложный закон диспер-
сии, является более корректным, то есть вносит некоторые коррективы
в классически принятую трактовку.
В заключение настоящего раздела заметим, что приведенные здесь

соображения носят в первую очередь качественных характер, так что
для подтверждения их правоты, коррекции или опровержения необхо-
дима более подробная количественная проверка.
В этом свете проделанная работа ставит на повестку дня две пер-

востепенные задачи:
• первая — распространение волны с учетом обмена и размагни-
чивания в касательно намагниченной пластине в произвольном
направлении относительно поля;

• вторая — распространение волны в безграничном пространстве
в произвольном направлении относительно поля.

При решении обеих этих задач, как и при более подробном рас-
смотрении задач, решенных в настоящей монографии в целом, следует
полностью исследовать распределение потенциала и полей внутри и вне
пластины, а также и в свободном пространстве.

9.2. Возможные применения обменных волн

Остановимся вкратце на некоторых возможных применениях обмен-
ных волн.
Прежде всего следует отметить традиционные применения для со-

здания устройств обработки аналоговой информации. Такие устрой-
ства на дипольных волнах активно исследовались шестидесятых го-
дах XX века, в первую очередь применительно к малогабаритным ли-
ниям задержки. Подробное обобщение полученных результатов можно
найти в обзорах [98, 109, 110, 147, 212]. Составлявшие основу таких
устройств дипольные волны имели длину в десятки и сотни микромет-
ров, так что волноведущая часть устройства имела габариты порядка
единиц сантиметров. При этом рабочие поля устройств составляли
порядка 100–1000 Э, а диапазон частот — 1–5 ГГц.
Обменные волны при таких же полях и диапазонах частот имеют

длину в единицы и доли микрометра, так что размер волноведущей ча-
сти может быть уменьшен на два-три порядка. Квадратичный характер
дисперсии позволяет при тех же достаточно небольших полях достичь
значительно более высоких частот, вплоть до десятков–сотен ГГц и да-
же единиц ТГц, как это можно видеть, например, из приведенного
выше рис. 6.16. Заметим, что применение традиционного ферромагнит-
ного резонанса на таких частотах требует или огромных магнитных
полей (десятки и сотни килоэрстед) или очень высокой анизотропии
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материала (того же порядка), что в реальных условиях крайне затруд-
нительно.
Для обменных же волн важнейшей, но вполне осуществимой зада-

чей становится создание преобразователей, позволяющих возбуждать
и регистрировать волны с волновым числом порядка 105–106 см−1,
то есть имеющих длину в десятки и менее нанометров.
Преобразователь на основе решетки должен иметь период такой

же величины, что можно осуществить вполне реализуемыми мето-
дами электронной микроскопии. Другим возможным способом воз-
буждения столь коротких волн является преобразование их длины
в неоднородном поле, подобно тому, как это делалось для дипольных
волн [145–148].
Дополнительные возможности для создания устройств открываются

при использовании распространения волн в неоднородных полях. Здесь
также можно использовать методы, развитые для дипольных волн, ча-
стично обобщенные в монографии [1]. Возможные перспективы для до-
стижения частот терагерцового диапазона может открыть использова-
ние деления и умножения частот в нелинейном режиме [234, 260–264].
Для оценки возможности такого использования следует исследовать
регулярно возбуждаемые обменные волны в условиях сильной нели-
нейности, что на сегодняшний день полностью отсутствует.

Замечание. Под нелинейностью обменных волн здесь подразуме-
вается не параметрическое возбуждение таких волн в условиях нели-
нейного ферромагнитного резонанса [66–70], где колебания намагни-
ченности внутри волны остаются линейными, а такие обменные вол-
ны, колебания намагниченности внутри которых имеют нелинейный
характер, то есть намагниченность внутри волны отклоняется от оси
прецессии на углы до десятков градусов. Физическая теория таких
волн еще требует своей изначальной разработки.

В заключение кратко упомянем еще некоторые соображения, ка-
сающиеся возможных применений обменных волн, требующих более
подробной разработки.
Как показано в настоящей работе (например, можно видеть

из рис. 6.16), длина обменной волны может быть на два-три порядка
меньше длины оптической электромагнитной волны, то есть составлять
десятые и сотые доли микрона. Такое обстоятельство позволяет рассмат-
ривать обменную волну как возможный инструмент для построения мик-
роскопа с пространственным разрешением на два-три порядка превы-
шающим разрешение оптического микроскопа.
Примечательным является тот факт, что на частотах порядка де-

сятков ТГц, хотя и с трудом, но все же достижимых известными
радиотехническими методами, длина обменной волны становится срав-
нимой с межатомными расстояниями, так что при распространении
в кристаллической решетке такая волна может испытывать на решетке
дифракцию, подобную дифракции рентгеновских лучей в кристаллах.
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То есть обменные волны столь высоких частот можно рассматривать
как определенный инструмент для изучения атомной структуры веще-
ства. Заметим, что здесь выполненная выше континуальная разработка
обменных волн уже не годится, а требуется разработка на квантовом
уровне.
В заключение хочется четко сформулировать две основные задачи,

стоящие перед практической реализацией устройств обработки инфор-
мации на обменных волнах.
Первая — достичь управляемого возбуждения когерентных как

можно более коротких обменных волн с волновым числом до 10−6 см−1
и более.
Вторая — найти способы возбуждения и создать преобразователи,

способные возбуждать такие волны с максимальной эффективностью.
В качестве дополнительной задачи можно считать нахождение спо-

собов управления обменными волнами, как во времени, так и в про-
странстве, в том числе создание устройств канализации, переключения
и направленного распространения волновых пучков ограниченной ши-
рины.
В целом требуется продвижение в сторону больших волновых

чисел — до 107 см−1, продвижение в сторону высоких частот —
до 1000 ГГц, реализация малых размеров волноводов — шириной
в 10 нм и менее.
Важнейшей дополнительной задачей можно считать поиск способов

снижения затухания, а также усиления обменных волн при их распро-
странении.
В качестве весьма интересной программы-максимум следует отме-

тить перенесение физики обменных волн на квантовый уровень, когда
длина волны будет сравнима с межатомным расстоянием и вместо
волнового процесса в непрерывной среде будет иметь место распростра-
нение квантовых возбуждений в дискретных межатомных спиновых
решетках, связанных обменным взаимодействием.
Разумеется, приведенные здесь соображения на сегодняшний день

имеют пока еще чисто умозрительный характер, так что возможная их
реализация потребует значительных как теоретических, так и экспе-
риментальных усилий. Авторы осмеливаются выразить надежду, что
будущими исследователями такие усилия будут предприняты в долж-
ной мере.

Выводы по главе 9

В настоящей главе кратко обсуждается требующий дальнейшего
рассмотрения вопрос о распространении обменной магнитостатической
волны в произвольном направлении относительно поля. Главным ре-
зультатом главы следует считать освещение вопроса о возможном прак-
тическом применении обменных волн, предложение некоторых реко-
мендаций и приведение вопросов, требующих разрешения для введения
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обменных волн в широкий обиход экспериментаторов и разработчиков
устройств обработки информации.
Основные вопросы, освещаемые в настоящей главе, сводятся к сле-

дующему.
1. Высказано качественное предположение о том, что в безгранич-

ной среде распространение волны в направлении, перпендикулярном на-
правлению постоянного поля, не реализуется, ибо это запрещено дей-
ствительным характером поперечного волнового числа. При этом распро-
странение волны вдоль поля полностью разрешено, так как поперечное
волновое число приобретает мнимый характер. Отмечено некоторое
противоречие приведенных положений с классической трактовкой усло-
вий распространения обменных волн. В связи с этим в качестве пред-
мета для дальнейшего рассмотрения сформулированы две задачи: (1) ис-
следование распространения волны с учетом обмена и размагничивания
в касательно намагниченной пластине в произвольном направлении от-
носительно поля, в том числе выявление соответствующих углов отсеч-
ки; (2) исследование распространения такой же волны в безграничном
пространстве также в произвольном направлении относительно поля.
2. Обсуждены некоторые возможные применения обменных магни-

тостатических волн. В качестве традиционного направления упомяну-
то создание устройств обработки аналоговой информации, в первую
очередь — линий задержки. Показано, что использование обменных
волн вместо дипольных позволит уменьшить размеры волноведущих
частей устройства на два-три порядка, обеспечивая габариты в десятки
и единицы нанометров, а также увеличить рабочую частоту устройств
до нескольких терагерц без увеличения постоянного магнитного поля.
Упомянуты возможности создания устройств на основе неоднородных
магнитных полей, а также работающих в сильно нелинейном режиме,
что позволит повысить диапазон допустимых частот еще на порядок
и более. Возможность укорочения длины обменной волны до несколь-
ких нанометров позволяет рассматривать такую волну, как возможный
инструмент для построения микроскопа с пространственным разре-
шением на два–три порядка превышающим разрешение оптического
микроскопа. Другим возможным применением столь коротких волн
может явиться исследование структуры вещества на атомно-молекуляр-
ном уровне, для теоретической интерпретации чего требуется переход
от континуального рассмотрения к микроскопическому на квантовом
уровне.
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190. Jäger J.V ., Scherbakov A.V ., Linnik T. I., Yakovlev D.R., Wang M.,
Wadley P., Holy V ., Cavill S.A., Akimov A.V ., Rushforth A.W ., Bayer M.
Picosecond inverse magnetostriction in garfenol thin films // Appl. Phys.
Lett. 2013. V. 103. №3. P. 032409(5).
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